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١ فصل

مختلط اعداد

مختلط پیدایشاعداد ١.١

در که است معادلات حل مختلف، علوم و ریاضیات در موجود مسایل مهمترین از ی
برخوردار ویژه�ای اهمیت از حقیق ضرایب با چندجمله�ای�های ریشه�های یافتن میان، این
حقیق اعداد مجموعه روی چندجمله�ای هر که است این حقیق اعداد اصل نقص است.
اعداد در که است x٢ + ١ = ٠ معادله نمونه، ساده�ترین و مهمترین نیست. ریشه دارای
مجموعه�ای که انداخت فکر این به را �دانان ریاض نقصان، این ندارد. جواب حقیق
چندجمله�ای هر جدید مجموعه این در به�طوری�که بسازند حقیق اعداد با سازگار و وسیعتر

باشد. جواب دارای
اینکه به توجه با کردند. معرف i٢ + ١ = ٠ ویژگ با i به�نام عددی منظور، همین به
نامیدند موهوم عدد را عدد این بود، نشده یافت عدد این برای ملموس تعبیر مدت�ها تا
اعداد و i موهوم عدد تلفیق با بخشید. عدد این به واقع تعبیری گاوس١ بعد�ها که
مختلط اعداد نقص که شد ساخته مختلط اعداد مجموعه به�نام وسیعتری مجموعه حقیق

ساخت. برطرف را
است دخیل آن�ها در ریاضیات که مسایل از بسیاری شد بیان بالا در که همان�طور
برای تا یافت وسعت بارها اعداد دستگاه قرن�ها طول در هستند. معادلات حل مستلزم

ل ش به معادلات جواب�های برای طبیع اعداد کند. ایجاد جواب معادلات انواع

x+ n = m, m, n ∈ N,

١C.F. Gauss

١
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مختلط اعداد پیدایش ١.١ ٢

�آید م به�وجود ،Z صحیح، اعداد مجموعه ، منف اعداد و صفر افزودن با نیستند. کاف
، تاریخ نظر (از است x = m − n جواب دارای m < n ازای به حت معادله آن در که
از بعض شد). ظاهر زیر، توسیع�های بعض از دیرتر خیل اعداد دستگاه از توسیع این
صحیح اعداد در �توان م را ،n ̸= ٠, m, n ∈ Z آن در که nx = m ل ش به معادلات
ترتیب بدین و گرفت صورت m

n
ل ش به اعداد کردن وارد برای ر دی توسیع کرد. حل

ax = b خط معادله هر شد. تولید Q =
{m
n

: m,n ∈ Z, n ̸= ٠
}
گویا اعداد مجموعه

توسیع ندارد. جواب Q در x٢ = ٢ دوم درجه معادله ول است Q در x =
b

a
جواب دارای

مانند معادلات از بعض آن در که �دهد م وسعت ،R ، حقیق اعداد به را گویا اعداد ر دی
اعداد در حت x٢ = −١ مانند ر دی دو درجه معادلات اما هستند جواب دارای x٢ = ٢
باید دو درجه معادله هر حل برای نیست. کامل توس فرایند لذا ندارند. جواب حقیق

دهیم. وسعت وسیعتری مجموعه به را حقیق اعداد دستگاه

آنچه ابتدا در و گرفت ل ش کمیت�ها اندازه�گیری و شمردن برای حقیق اعداد مفهوم
مفهوم توسعه ، علم تجربه و ضرورت اما بود. محدود �نامیم، م مثبت گویای اعداد امروز
پذیرفته عدد عنوان به نیز منف اعداد و گنگ اعداد که �کرد م ایجاب به�گونه�ای را عدد

�نامیم. م حقیق اعداد مجموعه امروزه را اعداد این همه مجموعه شدند.

که داد نشان شد، سوم درجه معادلات حل صرف شانزدهم قرن در که کوشش�هایی
کوشش�ها این ماندن نتیجه بی موجب که دارد �هایی کاست همچنان حقیق عدد مفهوم

�شود. م

دوم درجه معادله بود. شده شناخته باستان دوران از دوم درجه معادلات حل روش

x٢ + ax+ b = ٠,

داریم بالا معادله در t = x+
b

a
زین جای با یرید. ب نظر در را

t٢ =
a٢

۴
− b.

باشند. منطبق هم بر است ن مم که است حقیق جواب دو دارای معادله ،a
٢

۴
≥ b اگر

نیست. حقیق ریشه دارای معادله ،a
٢

۴
< b اگر همچنین،

کند. حل هندس ترسیم روش به به�طور�کامل را سوم درجه معادلات شد موفق خیام
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٣ مختلط اعداد

معادله داد. ارائه معادلات نوع این حل برای جبری روش کاردانو٢، شانزدهم، قرن در اما
یرید ب نظر در را زیر سوم درجه

x٣ + ax٢ + bx+ c = ٠,

داریم t = x− a

٣
متغیر تغییر از استفاده با

t٣ + pt+ q = ٠,

داریم فوق معادله حل با هستند. c و b ،a حسب بر عبارت�هایی q و p آن در که

t = ٣

√√√√١
٢

(
−q +

√
q٢ +

۴
٢٧
p٣

)
+ ٣

√√√√١
٢

(
−q −

√
q٢ +

۴
٢٧
p٣

)

اما است کامل دستوری داد ارائه معادلات نوع این حل برای کاردانو که دستوری ظاهراً
�کند م ایجاد را ل مش دو آن از علم استفاده و دقت کم

که دارد حقیق جواب دو یا نیست حقیق جواب دارای یا دوم درجه معادله هر (الف)
جواب سه تا است ن مم سوم درجه معادلات باشند. منطبق هم بر است ن مم
در �دهد. م بدست جواب ی فقط ظاهراً کاردانو دستور اما باشند، داشته حقیق
از ریشه�ای α اگر مثال، عنوان به زیرا �آورد. نم به�وجود ل مش موضوع این عمل

نوشت �توان م باشد، t٣ + pt+ q = ٠ معادله

t٣ + pt+ q = (t− α)(t٢ + At+B),

وجود صورت در جواب�ها، سایر ،t٢ + At + B = ٠ دوم درجه معادله حل با که
استفاده با یرید. ب نظر در را t٣−٣t+٢ = ٠ معادله مثال، عنوان به �آیند. م بدست

داریم کاردانو دستور از

t =
٣
√
−١ +

٣
√
−١ = −٢.

٢G. Cardano
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مختلط اعداد پیدایش ١.١ ۴

نوشت �توان م لذا

t٣ − ٣t+ ٢ = (t+ ٢)(t− ٢(١ = ٠.

است. −٢ ساده ریشه و ١ مضاعف ریشه دارای معادله بنابراین

اشیائ پذیرش و گردید منجر عدد مفهوم توسعه به که شد ظاهر نیز جدیدتری ل مش (ب)
در را زیر سوم درجه معادله کرد. ایجاب عدد عنوان به را

√
−١ ل ش به ریاض

یرید ب نظر
t٣ − ۶t+ ۴ = (t− ٢)(t٢ + ٢t− ٢) = ٠,

داریم لذا
t = ١−,٢ ±

√
٣.

داریم کاردانو دستور از استفاده با

t =
٣

√
١
٢
(−۴ +

√
−١۶) + ٣

√
١
٢
(−۴ −

√
−١۶),

به ۴
√
−١ زین جای با �کند. م ایجاد ل مش عبارت این در

√
−١۶ شدن ظاهر

داشت خواهیم عبارت این در
√
−١۶ جای

t =
٣
√

−٢ + ٢
√
−١ +

٣
√

−٢ − ٢
√
−١ (١.١)

معن نظر از این، بر علاوه نیست. شده ذکر جواب سه از هیچ�ی ظاهراً عبارت این
�دانان ریاض نشده�ایم. قائل معنایی هیچ

√
−١ برای تاکنون زیرا است، وک مش

کنید فرض کرد. استفاده صوری محاسبات از �توان م که شدند متوجه شانزدهم قرن
داد. انجام را جبری عادی محاسبات آن با بتوان دست�کم یا باشد داشته معن

√
−١

اتحاد به توجه با این�صورت در

(a+ b)٣ = a٣ + ٣a٢b+ ٣ab٢ + b٣,

نوشت �توان م

(١ +
√
−٣(١ = ١ + ٣

√
−١ − ٣ −

√
−١ = −٢ + ٢

√
−١,
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۵ مختلط اعداد

داریم مشابه به�طور

(١ −
√
−٣(١ = ١ + ٣

√
−١ − ٣ −

√
−١ = −٢ − ٢

√
−١

کرد بازنویس زیر ل ش به �توان م را (١.١) تساوی بنابراین

t = ١ +
√
−١ + ١ −

√
−١ = ٢,

گوئ چنان�که را جبری عملیات اگر نیستیم قائل معنایی
√
−١ برای اینکه با یعن

کتاب در کاردانو �آید. م بدست معادله جواب دهیم، انجام است عدد هم
√
−١

رفتار اما نیستند عدد هرچند نامید. مجازی“ ”اعداد را
√
−١ مانند مقادیری خود،

رسید. اعداد درباره حقایق به �توان م آن�ها کم به و دارند اعداد مشابه جبری
یافتند ریاضیات در را خود جای تدریج به آن امثال و

√
−١ مفهوم قرن سه تا دو ط

برای هندس تعبیر که افرادی اولین شد. ارائه آن�ها برای دقیق معنای و تعبیر و
جام بررس اما بودند. آرگان۴ رابرت ژان و نروژی وسل٣ کاسپار کردند ارئه

√
−١

کارل و اویلر۵ لئونارد آثار در آن�ها جبری خواص و اعداد این�گونه برای دقیق�تری و
[١] رسید. کمال به گاوس فردریش

مختلط اعداد معرف ٢.١

لذا �کنیم. م شروع i٢ = −١ خاصیت با موهوم واحد به�نام i علامت تعریف با را بحث
دهیم. نمایش

√
−١ با آن�را و بنامیم نیز −١ دوم ریشه را i �توانیم م

اعداد b و a آن در که a + ib ل ش به است عبارت مختلط عدد ی .١.٢.١ تعریف
در مختلط اعداد از مثال�هایی عنوان به �توان م را زیر اعداد . موهوم واحد i و �اند حقیق

گرفت نظر
٣ + ٢i,

٧
٢
− ٢

٣
i, iπ, − ٣,

نظر در مختلط عدد ی عنوان به �توان م را حقیق عدد هر که �دهد م نشان آخر مثال
گرفت.

٣C. Wessel
۴J. R. Argan
۵L. Euler
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مختلط اعداد معرف ٢.١ ۶

منظور، این برای دهیم. نمایش حرف ی با را مختلط عدد ی است شایسته اغلب
�کنند. م استفاده w و z حروف از معمولا

که w = a٢ + ib٢ و z = a١ + ib١ کنید فرض مختلط). عدد دو (تساوی تعریف٢.٢.١
a١ = a٢ اگر تنها و اگر z = w صورت این در �اند. حقیق اعدادی b٢ و b١ ،a٢ ،a١ آن در

.b١ = b٢ و

و نامیده z حقیق قسمت را x آن�گاه باشد مختلط عدد ی z = x + iy اگر تبصره.
نمایش Im(z) با و نامیده z موهوم قسمت را y همچنین، �دهیم. م نمایش Re(z) با

�دهیم. م

هستند. معن بی z١ < z٢ و z٢ < ٠ ،z١ > ٠ مانند عبارت�هایی تبصره.

مختلط اعداد نمایشتصویری

ساخته ( موهوم و حقیق (قسمت�های حقیق اعداد جفت�های از مختلط اعداد چون
دکارت صفحه ی در نقاط با تصویری به�طور را مختلط اعداد که است طبیع �شوند، م
�بریم. م به�کار a+ ib مختلط عدد نمایش برای را (a, b) مختصات به نقطه دهیم. نمایش
٠+١iمختلط نمایشعدد (١, ٠) نقطه است. مختلط٠ نمایشعدد مختصات مبدأ به�ویژه،
عنوان به مختلط اعداد نمایش این است. i = ٠ + i مختلط عدد نمایش (٠, ١) نقطه و

دارد. نام آرگان نمودار صفحه، ی در نقاط
مختلط اعداد مجموعه �شود، م داده نمایش صفحه در تایی ی نقطه با مختلط عدد هر چون
و مختلط اعداد تمام مجموعه نمایش برای C نماد از و �نامند م مختلط صفحه اغلب را

مختلط صفحه معادل به�طور

C = {x+ iy : x, y ∈ R},

�شود. م استفاده
حقیق محور را x محور لذا �اند. حقیق اعداد نظیر مختلط صفحه از x محور روی نقاط
ازاین�رو، هستند. محض موهوم اعداد نظیر y محور روی نقاط مشابه، به�طور �نامند. م

ببینید). را ١.١ ل (ش �نامند م موهوم محور را ،y محور

آن�گاه i =
√
−١ اگر تبصره.

i٢ = −١, i٣ = −i, i۴ = ١,
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٧ مختلط اعداد

١.١ ل ش

داریم کل حالت در و

i۴k = ١, i۴k+١ = i, i۴k+٢ = −١, i۴k+٣ = −i.

z = a + ib مختلط عدد هنگ) (مدول، اندازه مختلط). اعداد (اندازه تعریف٣.٢.١
�کنیم م تعریف زیر صورت به و داده نمایش |z| با را

|z| =
√
a٢ + b٢.

لذا �دهد. م نشان را مختلط صفحه در مختصات مبدأ از z نقطه فاصله ،|z| هندس نظر از
از z٢ نقطه فاصله از بیشتر مبدأ از z١ نقطه فاصله که است معن بدین |z١| > |z٢| نامساوی

است. مبدأ

�دهد. نم نتیجه را z١ = z٢ برابری رابطه |z١| = |z٢| تساوی تبصره.

نمایش z با را z = a+ ib مختلط عدد مزدوج مختلط). اعداد (مزدوج تعریف٢.١.۴
�کنیم م تعریف زیر صورت به و داده

z = a− ib.

است. xها محور به نسبت z قرینه z مختلط اعداد ترسیم نمایش به توجه با

دو کرد. تقسیم و ضرب تفریق، ، جم حقیق اعداد مانند �توان م را مختلط اعداد
مولفه�هایشان که دوبعدی�اند بردارهایی که گویی �شوند م تفریق یا جم هم با مختلط عدد

آن�هاست. موهوم و حقیق قسمت�های
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مختلط اعداد معرف ٢.١ ٨

٢.١ ل ش

مختلط عدد دو جم

جم صورت، این در باشند. مختلط عدد دو z٢ = x٢ + iy٢ و z١ = x١ + iy١ کنید فرض
�شود م تعریف زیر ل ش به عدد دو

z١ ± z٢ = (x١ + iy١)± (x٢ + iy٢) = (x١ ± x٢) + i(y١ ± y٢).

،w١ اگر �کند. م تبعیت حقیق اعداد جم قواعد همان از مختلط اعداد جم تبصره.
است تحقیق قابل به�آسان زیر روابط باشند، مختلط عدد سه w٣ و w٢

جابجایی) (خاصیت w١؛ + w٢ = w٢ + w١ (الف)

شرکت�پذیری) (خاصیت w١)؛ + w٢) + w٣ = w١ + (w٢ + w٣) (ب)

( مثلث (نامساوی .|w١ + w٢| ≤ |w١|+ |w٢| (پ)

|z١ − z٢| آن�گاه باشند مختلط عدد دو z٢ = x٢ + iy٢ و z١ = x١ + iy١ اگر تبصره.
ببینید). را ٣.١ ل (ش است مختلط صفحه در z٢ و z١ نقطه دو بین فاصله

٣.١ ل ش
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٩ مختلط اعداد

مختلط عدد دو تقسیم و ضرب

ضرب صورت، این در باشند. مختلط عدد دو z٢ = x٢+ iy٢ و z١ = x١+ iy١ کنید فرض
داریم لذا �شود. م انجام −١ با i٢ زین جای و دوجمله�ای عبارات صوری ضرب با عدد دو

z١z٢ = (x١ + iy١)(x٢ + iy٢) = (x١x٢ − y١y٢) + i(x١y٢ + x٢y١)

�کنیم م عمل زیر صورت به نیز مختلط عدد دو تقسیم برای

z١
z٢

=
x١ + iy١
x٢ + iy٢

× x٢ − iy٢
x٢ − iy٢

=
x١x٢ + y١y٢
x٢ + y٢ + i

x٢y١ − x١y٢
x٢ + y٢

به�ویژه، دارد. زیادی مشترک خواص حقیق اعداد ضرب با مختلط اعداد ضرب تبصره.
داریم آن�گاه باشند مختلط عدد سه w٣ و w٢ ،w١ اگر

w١w٢؛ = w٢w١ (الف)

w٣(w١w٢)؛ = w١(w٢w٣) (ب)

.w١(w٢ + w٣) = w١w٢ + w١w٣ (پ)

مختلط اعداد �های ویژگ

داریم صورت، این در باشند. مختلط عدد سه z٢ و z١ ،z کنید فرض

zz؛ = |z|٢ ،z = z (١

z١؛ + z٢ = z١ + z٢ (٢

؛
(
z١
z٢

)
=
z١
z٢

،z١z٢ = z١z٢ (٣

z؛ ∈ R iff z = z (۴

Im(z)؛ =
z − z

٢i
،Re(z) = z + z

٢
(۵

|z|؛ ≥ ٠ ،|z| = |z| (۶

؛
∣∣∣∣z١z٢
∣∣∣∣ = |z١|

|z٢|
،|z١z٢| = |z١||z٢| (٧
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مختلط اعداد معرف ٢.١ ١٠

|Im(z)|؛ ≤ |z| ،|Re(z)| ≤ |z| (٨

.
∣∣|z١| − |z٢|

∣∣ ≤ |z١ + z٢| ≤ |z١|+ |z٢| (٩

بیابید. را زیر عبارت حاصل ،z٢ = −٢ + ۴i و z١ = ١ − i اگر .١.٢.١ مثال

|z١ + z٢ + ١|
|z١ − z٢ + i|

بیابید. را زیر عبارت حاصل .٢.٢.١ مثال

A =

√
١ + z٢ + iz

z − i
√

١ + z٢

بنویسید. ن مم ل ش ساده�ترین به را زیر عبارات .٣.٢.١ مثال

(i)
۵ + ۵i
٣ − ۴i

+
٢٠

۴ + ٣i
, (ii)

٣i٣٠ − i١٩

٢i− ١

صدق زیر روابط در که بیابید را مختلط صفحه از نقاط هندس ان م .۴.٢.١ مثال
کنند

(i) |z + ٢i|+ |z − ٢i| = ۶, (ii)
∣∣∣∣z − ٣
z + ٣

∣∣∣∣ ≤ ٢,

(iii) Re
(
z − i

z + i

)
< ١, (iv) Im

(
z − i

z + i

)
< a

رابطه در مختلط اعداد صفحه از z٣ و z٢ ،z١ نقطه سه کنید فرض .۵.٢.١ مثال
α+β+γ = ٠ شرط با حقیق اعداد γ و β ،α آن در که کنند صدق αz١+βz٢+γz٣ = ٠
نقطه سه این دهید نشان است). ناصفر آن�ها از ی (حداقل نیستند صفر همزمان که باشند

دارند). قرار راستا ی (در استقامتند ی بر

الاضلاع، متوازی� هر در کنید ثابت مختلط اعداد �های ویژگ از استفاده با .۶.٢.١ مثال
، یعن است. اضلاع طول مربعات مجموع برابر دو مساوی قطرها مربعات مجموع

|z١ + z٢|٢ + |z١ − z٢|٢ = ٢(|z٢|١ + |z٢|٢)

دهید نشان باشد. حقیق ضرایب با چندجمله�ای ی p(z) اگر (الف) .٧.٢.١ مثال
است. p(z) ریشه نیز z٠ آن�گاه باشد p(z) ریشه z٠ اگر (ب) .p(z) = p(z)
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١١ مختلط اعداد
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مختلط اعداد قطبی نمایش ٣.١ ١٢

مختلط اعداد نمایشقطبی ٣.١

z = x+ iy مختلط عدد هر صفحه، نقاط و مختلط اعداد بین ی به ی تناظر به توجه با
حال برعکس. و �کند م مشخص دکارت مختصات در را (x, y) مختصات به نقطه ی
xها محور مثبت قسمت با oz که زاویه�ای باشد. ناصفر مختلط عدد ی z کنید فرض

ببینید). را ۴.١ ل (ش دهید نمایش r با را oz طول و θ با را �سازد م

۴.١ ل ش

داریم صورت این در

r = |z| =
√
x٢ + y٢,

tan θ =
y

x
.

داریم طرف از

cos θ =
x

r
⇒ x = r cos θ,

sin θ =
y

r
⇒ y = r sin θ.

z = rCiSθ اختصار به یا z = r(cos θ + i sin θ) ل ش به �توان م را z مختلط عدد لذا
(آرگومان) شناسه را θ زاویه �نامند. م مثلثات یا قطبی نمایش را نمایش طرز این نوشت.
نیز θ+ ٢kπ ،k صحیح عدد هر ازای به آن�گاه باشد z آرگومان ی θ اگر �نامند. م z عدد
آرگومان�های همه مجموعه است. ل ش این به نیز z ر دی آرگومان هر و است z آرگومان ی

لذا �دهند. م نشان arg(z) نماد با را z

arg(z) = {θ + ٢kπ : k ∈ Z}.
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١٣ مختلط اعداد

z اصل آرگومان را گیرد قرار ([٠, ٢π)) [−π, π) بازه در که را z از آرگومان همچنین
�دهند. م نمایش Arg(z) با و نامیده

گرفت. نظر در آرگومان عنوان به �توان م را زاویه�ای هر z = ٠ برای تبصره.

Arg(z) = tan−١
(y
x

)
رابطه از استفاده با آرگومان محاسبه آن�گاه z = x+iy اگر تبصره.

نیست. صحیح

بنویسید. را زیر مختلط اعداد قطبی ل ش .١.٣.١ مثال

(i) z =
√

٢ +
√

٢i, (ii) z = −٢ − ٢
√

٣i, (iii) z =
١ − i

١ + i
,

(iv) z = ١ − i
√

٣, (v) z = ۵i, (vi) z = −٢i

نمایشقطبی در مختلط عدد دو تساوی

صورت این در .z٢ = r٢CiSθ٢ و z١ = r١CiSθ١ کنید فرض

z١ = z٢ iff r١ = r٢, θ٢ = θ١ + ٢kπ, k ∈ Z.
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مختلط اعداد قطبی نمایش ٣.١ ١۴

نمایشقطبی در مختلط عدد ضربدو

صورت این در .z٢ = r٢CiSθ٢ و z١ = r١CiSθ١ کنید فرض

z١z٢ = r١r٢[(cos θ١ + i sin θ١) + (cos θ٢ + i sin θ٢)]

= r١r٢[cos θ١ cos θ٢ + i cos θ١ sin θ٢ + i sin θ١ cos θ٢ + i٢ sin θ١ sin θ٢)]

= r١r٢[cos(θ١ + θ٢) + i sin(θ١ + θ٢)]

= r١r٢CiS(θ١ + θ٢).

داریم بنابراین

Arg(z١z٢) ≡ Arg(z١) + Arg(z٢) (mod ٢π),

متعلق θ١ که است شده یل تش θ١+ θ٢ اعداد همه از arg(z١z٢) مجموعه ر، دی عبارت به
است. arg(z٢) به متعلق θ٢ و arg(z١) مجموعه به

داریم کل حالت در تبصره.

z١z٢ . . . zn = r١r٢ . . . rnCiS(θ١ + θ٢ + . . . θn).

داریم بنابراین

|z١z٢ . . . zn| = r١r٢ . . . rn,

Arg(z١z٢ . . . zn) ≡ Arg(z١) + Arg(z٢) + . . . Arg(zn) (mod ٢π).

چون دارد. آرگان نمودار در ساده�ای هندس تعبیر i در مختلط عدد ی ضرب تبصره.
شناسه�اش ول نداده تغییر را w اندازه i در w = a + ib ضرب ،Arg(i) = π

٢
و |i| = ١

خلاف در π
٢
اندازه به را w ان م بردار ،i در w ضرب لذا �دهد. م افزایش π

٢
اندازه به را

�چرخاند. م ساعت عقربه�های جهت

داریم n صحیح عدد هر ازای به موآور۶). (قضیه ١.٣.١ قضیه

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ.

۶A. Moivre
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١۵ مختلط اعداد

صورت این در .z٢ = r٢CiSθ٢ و z١ = r١CiSθ١ کنید فرض تبصره.

z١
z٢

=
r١
r٢
CiS(θ١ − θ٢)

بدست cos θ و sin θحسب بر را cos ٣θ و sin ٣θ موآور فرمول از استفاده با مثال٢.٣.١.
آورید.

.z٢ = cos
(π
۵

)
− i sin

(π
۵

)
و z١ = cos

(π
۵

)
+ i sin

(π
۵

)
کنید فرض .٣.٣.١ مثال

آورید. بدست را z
۴
١
z٢

مقدار

.zn + ١
zn

محاسبه مطلوبست .z + ١
z
= ٢ cos θ کنید فرض .۴.٣.١ مثال
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مختلط اعداد قطبی نمایش ٣.١ ١۶

مختلط اعداد ریشه

که است متمایز حقیق عدد دو صورت، این در باشد. حقیق عدد ی a کنید فرض
با معمولا را اعداد این است. a مجذورشان

√
a (a مثبت دوم ,(ریشه

−
√
a (a منف دوم ,(ریشه

دو دارای نیز (x٢ + y٢ > ٠ (که z = x + iy ناصفر مختلط عدد هر �دهند. م نشان
.w٢ = −w١ آن�گاه w٢

١ = z به�طوری�که باشد مختلط عدد ی w١ هرگاه است. دوم ریشه
بنامیم. √z آن�را و کنیم متمایز را ریشه�ها از ی �خواهیم م

صورت به z مختلط عدد قطبی نمایش کنید فرض

z = r(cos θ + i sin θ),

صورت این در .(θ ∈ (−π, π]) θ = Arg(z) و r = |z| آن در که باشد

w =
√
r(cos

θ

٢
+ i sin

θ

٢
),

�دهیم. م z√نمایش با و نامیده z اصل دوم ریشه را w �کند. م صدق w٢ = z در به�وضوح
.−√

z و √z از عباتند w٢ = z معادله ریشه دو لذا
sin

θ

٢
= ٠ بازه این در همچنین است. نامنف همواره √

z حقیق قسمت �کنیم م ملاحظه
است. مثبت و حقیق √

z حالت این در که ،θ = ٠ اگر

√
۴ =

√
۴(cos ٠ + i sin ٠) = ٢,

√
i =

√
١(cos

π

٢
+ i sin

π

٢
) =

١√
٢
+

١√
٢
i,

√
−۴i =

√
۴
(
cos

−π
٢

+ i sin
−π
٢

)
=

√
٢ −

√
٢i,√

−١
٢
+

√
٣

٢
i =

√
cos

٢π
٣

+ i sin
٢π
٣

=
١
٢
+

√
٣

٢
i
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١٧ مختلط اعداد

z nام ریشه را w باشد. طبیع عدد ی n و ناصفر مختلط عدد ی z کنید فرض
ازای به اعداد از بعض آن در که حقیق اعداد میدان برخلاف .wn = z هرگاه �نامند م
ریشه حقیق اعداد میدان در منف اعداد مثال، عنوان (به ندارند nام ریشه nها از بعض
z ناصفر مختلط عدد جبر، اساس قضیه به توجه با مختلط اعداد میدان در ندارند) دوم
بر است مقداری چند رابطه این لذا است. nام ریشه تا n دقیق�تر به�طور و nام ریشه دارای

�کند. م اختیار مقدار ی فقط تابع آن در که حقیق اعداد خلاف
استفاده مختلط اعداد نمایشقطبی از است بهتر مختلط عدد ی nام ریشه یافتن برای
ی w = R(cosϕ + i sinϕ) و z = r(cos θ + i sin θ) کنید فرض منظور، بدین کنیم.

داریم درنتیجه و wn = z بنابراین باشد. z nام ریشه

(R(cosϕ+ i sinϕ))n = r(cos θ + i sin θ),

Rn(cosnϕ+ i sinnϕ) = r(cos θ + i sin θ).

لذا

Rn = r ⇒ R = n
√
r,

nϕ = ٢kπ + θ ⇒ ϕ =
٢kπ + θ

n
, k ∈ Z.

تعریف متمایز زاویه k ،(n متوال مقدار n (یا k = ٠, ١, . . . , n− ١ ازای به ϕ مقادیر این
...،n + ١ ،n مقادیر k وقت هستند. متمایز مختلط عدد n کننده مشخص که �کنند م
اختلاف با بار هر بارها و بارها سان ی زوایای �کند م اختیار را ...،−٢ ،−١ مقادیر یا
که �دهد م نتیجه را ٢kπ

n
= ٢π مقدار k = n مثال، عنوان (به �شوند م تکرار ٢π اندازه

متمایز مقدار n دارای دقیقاً n
√
z ،z ̸= ٠ ازای به لذا است). k = ٠ با متناظر

n
√
z = n

√
r

(
cos

(
٢kπ + θ

n

)
+ i sin

(
٢kπ + θ

n

))
, k = ٠, ١, . . . , n− ١

است.

تبصره.

؛ ٣
√

٨ ̸= ۵
√

٣٢ یا
√

۴ ̸= ٣
√

٨ (الف)

.√z١z٢ =
√
z١
√
z٢ (ب)
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مختلط اعداد قطبی نمایش ٣.١ ١٨

عدد آن�گاه باشد آن اصل شناسه θ و ناصفر مختلط عدد ی z هرگاه تبصره.

w١ =
n
√
z = n

√
r

(
cos

(
θ

n

)
+ i sin

(
θ

n

))
,

�نامند. م z اصل nام ریشه را

n ی رأس�های ،z ناصفر مختلط عدد nام ریشه�های تمام هندس لحاظ از تبصره.
هستند. |z| ١

n شعاع و مبدأ مرکز به دایره�ای در محاط منتظم ضلع

بدست را −١۶ عدد چهارم ریشه�های و z = ١−
√

٣i عدد سوم ریشه�های .۵.٣.١ مثال
آورید.

آورید. بدست را ١ عدد nام ریشه�های .۶.٣.١ مثال

برابر z ناصفر مختلط عدد هر nام ریشه n (n ≥ ٢) مجموع دهید نشان .٧.٣.١ مثال
است. صفر

کنید حل را زیر معادلات .٨.٣.١ مثال

(i) z۴ + ١ − i
√

٣ = ٠,

(ii) z۵ + a۵ = ٠, a ∈ R+,

(iii) az٢ + bz + c = ٠, a, b, c ∈ R, a ̸= ٠,

(iv) z۶ + ٢z٣ + ٢ = ٠,

(v) z٢ − (۵ + i)z + ٨ + i = ٠

منتظم ضلع n ی رأس�های (n ≥ ٣) An−١ ،. . . ،A١ ،A٠ کنید فرض .٩.٣.١ مثال
با باشد، دایره این روی دلخواه نقطه�ای P اگر باشند. واحد شعاع به دایره�ای در محاط

کنید ثابت مختلط اعداد مفهوم از استفاده

|PA٢|٠ + |PA٢|١ + . . .+ |PAn−٢|١

است.) PAj وتر طول |PAj| از (منظور است ،P از مستقل یعن ثابت، مقداری
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١٩ مختلط اعداد
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مختلط توابع مورد در مختصر بحث ۴.١ ٢٠

مختلط توابع مورد در مختصر بحث ۴.١

مختلط متغیر را z = x + iy صورت، این در باشند. حقیق متغیرهای y و x کنید فرض
حوزه با f : A → C آن�گاه باشد C مختلط اعداد از زیرمجموعه�ای A اگر �نامند. م
متناظر مقدار اگر �نامند. م مختلط تابع ی را C در مختلط مقادیر حوزه و A تعریف
مجموعه داد. نمایش w = f(z) صورت به را f �توان م بنامیم، w را z مختلط عدد به

�نامند. م f مقادیر حوزه را f تابع در w مانند اعدادی
w مقدار ی فقط و ی A در z هر ازای به هرگاه �نامند م مقداری ی را f تابع

است. مقداری چند تابع صورت، این غیر در شود. حاصل

f(z) = ٣z٢ − iz + ٢ مختلط) متغیر از مختلط (تابع
f(z) = xi+ ٢y = g(x, y) ( حقیق متغیر از مختلط (تابع
h(x, y) = |z + ١|+ |z|+ ۵ مختلط) متغیر از حقیق (تابع
ϕ(x) = ٣x٢ − ٢x+ ١ ( حقیق متغیر از حقیق (تابع

مقدمات متعال توابع

قابل متغیر از ریشه استخراج و اصل عمل چهار یعن جبری عملیات با فقط که را توابع
�اند. متعال هذلولوی و نمایی ، اریتم ل ، مثلثات توابع �نامند. م متعال نباشد، ساختن

نماییمختلط تابع

�شود م تعریف زیر صورت به ez نمایی تابع آن�گاه z = x+ iy اگر

ez := ex(cos y + i sin y)

است. y برابر نیز ez آرگومان و |ez| = ex به�وضوح

نمایی). تابع (خواص تبصره

z٢+ez١؛ = ez١ez٢ (الف)

z٢−ez١؛ =
ez١

ez٢
(ب)

m(ez)؛ = emz (پ)
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٢١ مختلط اعداد

اویلر) (فرمول eiy؛ = cos y + i sin y (ت)

٢kπi±ez؛ = eze±٢kπi = ez (ث)

صفحه تمام ez برد �کند. م اختیار ٢πعرض به افق نوار در را خود مقادیر تمام ez (ج)
است. مختصات مبدأ به�استثنای

آورید. بدست را ez = ٣ + ۴i معادله جواب�های تمام .١.۴.١ مثال

مختلط مثلثات توابع

داریم اویلر فرمول به توجه با

eix = cosx+ i sin x⇒ cos x =
eix + e−ix

٢
,

e−ix = cos x− i sin x⇒ sin x =
eix − e−ix

٢i

�شوند م تعریف زیر صورت به cos z و sin z مختلط توابع فوق روابط به توجه با

cos z =
eiz + e−iz

٢
,

sin z =
eiz − e−iz

٢i

�شود م تعریف زیر صورت به tan z مختلط تابع همچنین

tan z =
sin z

cos z
,

تبصره.

sin٢؛ z + cos٢ z = ١ (الف)

cos(z١؛ ± z٢) = cos z١ cos z٢ ∓ sin z١ sin z٢ (ب)
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مختلط توابع مورد در مختصر بحث ۴.١ ٢٢

sin(z١؛ ± z٢) = sin z١ cos z٢ ± cos z١ sin z٢ (پ)

cos؛ z = cos(x+ iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y (ت)

sin؛ z = sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y (ث)

|؛ cos z|٢ = cos٢ x+ sinh٢ y (ج)

.| sin z|٢ = sin٢ x+ sinh٢ y (ح)
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٢٣ مختلط اعداد

مسایل ۵.١

آورید بدست زیر روابط از را y و x مقادیر .١

(i) ٣x+ ٢iy − ix+ ۵y = ٧ + ۵i,

(ii) x+ iy = |x+ iy|,

(iii)
∞∑
n=١

in

n
= x+ iy

کنند صدق زیر روابط در که بیابید را مختلط صفحه از نقاط هندس ان م .٢

(i) z(z + ٢) = ٣, (ii) |z − ٣| − |z + ٣| = ۴, (iii) z۴ = z٢

ان م باشد. حقیق عدد ی z + ١
z
مقدار z غیرحقیق عدد ازای به کنید فرض .٣

کنید. تعیین را z

به�طوری�که باشند ناصفر مختلط عدد سه z٣ و z٢ ،z١ کنید فرض .۴

(i) z١ + z٢ + z٣ = ٠, (ii) |z١| = |z٢| = |z٣|,

کنید ثابت

(الف) ١
z١

+
١
z٢

+
١
z٣

= ٠, (ب) z٢
١ + z٢

٢ + z٢
٣ = ٠

آورید. بدست را زیر عبارات مقدار .۵

(i)
(١ + i

√
٨(٣

١−)٢٧ + i
√

٣)
, (ii) (−١ + i

√
٣)۶٠, (iii)

(
١ + i

√
٣

١ − i

)۴٠

ضرایب محاسبه مطلوبست باشد. z۵ + az٣ + b = ٠ معادله ریشه ١+ i کنید فرض .۶
.b و a
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مسایل ۵.١ ٢۴

کنید حل را زیر معادلات .٧

(i) z٢ + (٢i− ٣)z + ۵ − i = ٠,

(ii) ١ + z + z٢ + z٣ + z۴ = ٠,

(iii) (x+ i)n − (x− i)n = ٠, x ∈ R,

(iv) sin z =
√

٢.

ثابت باشند، الاضلاع متساوی مثلث ی رأس�های z٣ و z٢ ،z١ مختلط اعداد اگر .٨
کنید

z٢
١ + z٢

٢ + z٢
٣ = z١z٢ + z٢z٣ + z٣z١.

است؟ برقرار فوق رابطه آیا نباشد الاضلاع متساوی مثلث اگر

باشند. z١٧ − ١ = ٠ معادله متمایز ریشه�های z١٧ ،. . . ،z٢ ،z١ کنید فرض (الف) .٩
دهید نشان

z١ + z٢ + . . .+ z١٧ = ٠

صحیح عددی k (١ ≤ k ≤ ١۶) و فوق معادله ریشه�های از ی w ̸= ١ اگر (ب)
دهید نشان باشد،

١ + wk + w٢k + . . .+ w١۶k = ٠

دهید نشان را زیر تساوی درست .١٠

sin
( π
m

)
sin

(
٢π
m

)
· · · sin

(
(m− ١)π

m

)
=

m

٢m−١ , m = ٢, ٣, . . .
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٢ فصل

پیوستگ و حد

مقدمه ١.٢

دارای حسابان ، کل به�طور آمد. به�وجود کمیت�ها تغییر نحوه توصیف برای حسابان اساساً،
هستند: ر دی ی عکس که است اساس رد روی دو

و شده؛ داده تابع ی تغییر نرخ یافتن برای مشتق�گیری، •

شده. داده تغییر نرخ ی با تابع ی یافتن برای انتگرال�گیری، •

فصل، این در شده�اند. پایه�ریزی تابع ی حد اساس مفهوم روی ردها روی این دوی هر
ی پیوستگ درباره بحث به ادامه در و آن محاسبه روش�های و تابع ی حد مفهوم به

شد. خواهد پرداخته تابع

تابع حد ٢.٢

حد مفهوم ١.٢.٢

صوریحد تعریفغیر

بتوان و باشد شده تعریف ،a خود در احتمالا جز ،a مجاورت در x هر ازای به f(x) اگر
نزدی L به بخواهیم قدر هر f(x) ،a به نزدی کاف قدر به x اختیار با که یافت اطمینان

٢۵
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تابع حد ٢.٢ ٢۶

�نویسیم م و �شود م نزدی L حد به f(x) تابع �شود، م a نزدی x وقت گوییم باشد،

lim
x→a

f(x) = L.

قدر «هر و « نزدی کاف قدر «به چون عبارات که چرا است، صوری غیر تعریف این
ی برای مثال، عنوان به است. کار زمینه تابع آن�ها معن و نادقیق�اند « نزدی بخواهیم

از کمتر معن به است ن مم « نزدی کاف قدر «به پیستون ی ماشین، کننده تولید
مطالعه را شان�ها که فواصل که شناس ستاره ی برای که حال در باشد این هزارم چند
باشد. نوری سال هزار چند از کمتر معن به است ن مم « نزدی کاف قدر «به �کند، م
و داد تشخیص را مشخص توابع حدود بتوان آن با که باشد دقیق آن�قدر تعریف باید ول

کرد. محاسبه

را r شعاع و a مرکز به همسای ی .r > ٠ و a, r ∈ R کنید فرض تعریف١.٢.٢.
�کنیم م تعریف و داده نشان Nr(a) نماد با

Nr(a) = {x ∈ R : |x− a| < r}

= {x ∈ R : a− r < x < a+ r}

= (a− r, a+ r).

a محذوف همسای را حاصل مجموعه شود، حذف a نقطه Nr(a) همسای از اگر
لذا �دهیم. م نمایش N∗

r (a) نماد با و نامیده

N∗
r (a) = {x ∈ R : ٠ < |x− a| < r}

= (a− r, a+ r)\a.

است عبارت آن و داده نشان Nr(a
+) نماد با را r شعاع و a مرکز به راست همسای ی

نشان Nr(a
−) نماد با را r شعاع و a از چپ همسای ترتیب همین به .(a, a+ r) بازه از

�کنند. م تعریف (a− r, a) بازه را آن و داده
ی را (−∞, r) ل ش به بازه هر و +∞ از همسای ی را (r,+∞) ل ش به بازه هر

�نامند. م −∞ از همسای

از عبارتاست r شعاع و نقطه ی مرکز به همسای R٢ی = R×R صفحه در تبصره.
R٣ = R×R×Rفضای در ترتیب همین به .r شعاع و نقطه همان مرکز به دایره ی درون
همان مرکز به کره ی درون از است عبارت r شعاع و نقطه ی مرکز به همسای ی
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٢٧ پیوستگ و حد

.r شعاع و نقطه

تعریفصوریحد

به x وقت گوییم باشد. شده تعریف a نقطه محذوف همسای ی در f تابع کنید فرض
�نویسیم م و �شود م نزدی L حد به f(x) �شود، م نزدی a

lim
x→a

f(x) = L,

باشد: برقرار زیر شرط هرگاه
٠ < |x−a| < δ که طوری به باشد داشته وجود δ > ٠ مانند عددی ،ε > ٠ عدد هر ازای به

هرگاه ، ریاض زبان به یا −f(x)|؛ L| < ε که کند ایجاب

∀ε > ٠, ∃δ > ٠, ∀x (x ∈ N∗
δ (a) =⇒ f(x) ∈ Nε(L)) .

ی ،Nε(L) مانند L از همسای هر ازای به هرگاه lim
x→a

f(x) = L ر، دی عبارت به
.f(N∗

δ (a)) ⊆ Nε(L) که طوری به باشد داشته ∗Nوجود
δ (a) مانند a از محذوف همسای

|x − a| < δ برقراری ازای به |f(x) − L| < ε نامساوی هرگاه که شود توجه تبصره.
δ به�ویژه، بود. خواهد برقرار نیز δ از تر کوچ مثبت عدد هر ازای به آن�گاه باشد، برقرار
�آید نم به�دست ε به�وسیله تا ی به�طور δ زیرا است)، آن به وابسته (اگرچه نیست ε تابع
تعریف که را δ برای مقدار بزرگترین ١.٢ ل ش است). استفاده قابل نیز تر کوچ δ (هر

١.٢ ل ش
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تابع حد ٢.٢ ٢٨

همچنان حد تعریف نیز آن از تر کوچ δای هر انتخاب با و �دهد م نشان باشد، برقرار حد
بود. خواهد برقرار

�توان م آن از استفاده با ول �کند نم بیان را تابع ی حد یافتن طرز حد تعریف تبصره.
داد. انجام را است درست حدی اینکه در تحقیق

ثابت عددی k که lim
x→a

k = k (ب) lim؛
x→a

x = a (الف) که: کنید تحقیق مثال١.٢.٢.
است.

.lim
x→٢

x٢ = ۴ دهید نشان .٢.٢.٢ مثال

چقدر δ مقدار بیشترین ، lim
x→٣٫٢

(
۵x+

⌊x
٢

⌋)
= ١٧ برای حد تعریف در .٣.٢.٢ مثال

است؟
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٢٩ پیوستگ و حد

راست چپو حد ٢.٢.٢

در f راست حد گوییم باشد. شده تعریف a راست همسای ی در f تابع کنید فرض
�نویسیم م و است L برابر a نقطه

lim
x→a+

f(x) = L,

هرگاه
∀ε > ٠, ∃δ > ٠, ∀x

(
x ∈ N∗

δ (a
+) =⇒ f(x) ∈ Nε(L)

)
.

تابع چپ حد گوییم باشد، شده تعریف a چپ همسای ی در f اگر ترتیب، همین به
�نویسیم م و است L برابر a نقطه در f

lim
x→a−

f(x) = L,

هرگاه
∀ε > ٠, ∃δ > ٠, ∀x

(
x ∈ N∗

δ (a
−) =⇒ f(x) ∈ Nε(L)

)
.

حد عموم قضایای

اگر ، یعن تاست. ی وجود، صورت در تابع هر حد حد). تایی ی (قضیه ١.٢.٢ قضیه
.L١ = L٢ آن�گاه ،lim

x→a
f(x) = L٢ و lim

x→a
f(x) = L١

تابع راست و چپ حد اگر فقط و اگر است حد دارای a نقطه در f تابع .٢.٢.٢ قضیه
باشند. برابر هم با و موجود a نقطه در f

صورت این در .lim
x→a

g(x) = L٢ و lim
x→a

f(x) = L١ کنید فرض .٣.٢.٢ قضیه

lim؛
x→a

(f(x)± g(x)) = L١ ± L٢ (i)

lim؛
x→a

(f(x) · g(x)) = L١ · L٢ (ii)

. L٢ ̸= ٠ اینکه بر مشروط ،lim
x→a

f(x)

g(x)
=
L١

L٢
(iii)

.lim
x→a

n
√
f(x) = n

√
L١ (iv)
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تابع حد ٢.٢ ٣٠

آنگاه نباشند، موجود lim
x→a

g(x) = L٢ یا lim
x→a

f(x) = L١ حدهای از ی اگر تبصره.
کنید فرض مثال، عنوان به نباشد. برقرار ٣.٢.٢ قضیه است ن مم

f(x) =

{
١, x ∈ Q,
−١, x ̸∈ Q,

g(x) =

{
−١, x ∈ Q,
١, x ̸∈ Q,

حال در فصل)، همین ٣ (تمرین نیست موجود نقطه�ای هیچ در g و f حد صورت این در
فرض ر، دی بار است. صفر برابر و موجود نقطه�ای هر در f + g حد لذا ،f + g ≡ ٠ که

کنید
f(x) =

١
x
, x ̸= ٠, g(x) = x,

ول نیست، حد دارای a = ٠ در f صورت این در

fg ≡ ١, x ̸= ٠,

است. ی حد دارای a = ٠ در

آن�گاه هستند، Li حد دارای که باشند x از تابع n ،i = ١, ٢, . . . , n ،fi اگر تبصره.

lim؛
x→a

n∑
i=١

fi(x) =
n∑

i=١

Li (i)

.lim
x→a

n∏
i=١

fi(x) =
n∏

i=١

Li (ii)

بی�نهایت حد بی�نهایتو در حد ٣.٢.٢

شده بیان �طرفه ی حد و حد تعاریف که ر دی حالت دو به را حد مفهوم قسمت، این در
�دهیم. م توسیع �شوند، نم شامل را حالت�ها این ٢.٢.٢ و ١.٢.٢ زیربخش�های در

�شود؛ م منف کوچ یا و بزرگمثبت دلخواه اندازه به x آن در که بی�نهایت، در حد (i)

نقطه نزدی در تابع مقدار و نیست عدد ی حد، مقدار آن در که بی�نهایت، حد (ii)
�شود. م منف کوچ یا و مثبت بزرگ دلخواه اندازه به حدی،
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٣١ پیوستگ و حد

بی�نهایت در تعریفحد

سمت به x وقت f تابع حد گوییم باشد. شده تعریف (٠,+∞) بازه در f تابع کنید فرض
�نویسیم م و است L برابر �کند م میل +∞

lim
x→+∞

f(x) = L,

هرگاه
∀ε > ٠, ∃M > ٠, ∀x (x > M =⇒ f(x) ∈ Nε(L)) .

به x وقت f تابع حد گوییم باشد، شده تعریف (−∞, ٠) بازه در f تابع اگر مشابه، طور به
�نویسیم م و است L برابر �کند م میل −∞ سمت

lim
x→−∞

f(x) = L,

هرگاه
∀ε > ٠, ∃M > ٠, ∀x (x < −M =⇒ f(x) ∈ Nε(L)) .

بی�نهایت تعریفحد

f تابع حد گوییم باشد. شده تعریف a از محذوف همسای ی در f تابع کنید فرض
�نویسیم م و �کند م میل +∞ به �کند م میل a سمت به x وقت

lim
x→a

f(x) = +∞,

هرگاه
∀N > ٠, ∃δ, ∀x (x ∈ N∗

δ a =⇒ f(x) > N) .

حد گوییم باشد. شده تعریف a از محذوف همسای ی در f تابع اگر مشابه، طور به
�نویسیم م و �کند م میل −∞ به �کند م میل a سمت به x وقت f تابع

lim
x→a

f(x) = −∞,

هرگاه
∀N > ٠, ∃δ, ∀x (x ∈ N∗

δ (a) =⇒ f(x) < −N) .
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تابع حد ٢.٢ ٣٢

.lim
x→٠

١
x٢ = +∞ کنید تحقیق .۴.٢.٢ مثال

اين دهیم، قرار را −∞ یا +∞ نمادهای از ی a جای به ٣.٢.٢ قضیه در اگر تبصره.
�ماند. م برقرار آن�ها به مربوط حدهای وجود شرط به قضیه

است: حدود محاسبه در مفیدی ابزار زیر قضیه

داشته a از محذوف همسای ی در کنید فرض ساندویچ). یا (فشار ۴.٢.٢ قضیه
باشیم

h(x) ≤ f(x) ≤ g(x),

.lim
x→a

f(x) = L صورت این در .lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g(x) = L و

٢.٢ ل ش

دهید نشان .۵.٢.٢ مثال

(i) lim
x→٠

x

⌊
١
x

⌋
= ١, (ii) lim

x→٠
sin x = ٠, (iii) lim

x→٠

sinx

x
= ١.
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٣٣ پیوستگ و حد

نوشت: �توان م قبل مثال به توجه با .۶.٢.٢ مثال

lim
x→٠

cosx = lim
x→٠

(١ − sin٢ x) = ١,

lim
x→٠

tanx

x
= lim

x→٠

sinx
x

cosx
= ١,

lim
x→٠

sin kx

x
= lim

x→٠

sin kx
kx
١
k

= k lim
u→٠

sinu

u
= k,

lim
x→٠

sinαx

sin βx
=
α

β
.

صورت این در .lim
x→a

g(x) = ٠ و باشد کراندار تابع ی f کنید فرض .۵.٢.٢ قضیه
.lim
x→a

f(x)g(x) = ٠

.lim
x→٠

x sin
١
x
= ٠ بنابراین ،lim

x→٠
x = ٠ و است کراندار f(x) = sin

١
x
تابع مثال٧.٢.٢.

ی در آن�گاه ،(L < ٠) L > ٠ اگر .lim
x→a

f(x) = L کنید فرض .۶.٢.٢ قضیه
.(f(x) < ٠) f(x) > ٠ داریم a از محذوف همسای

a از محذوف همسای ی در f آن�گاه باشد، موجود lim
x→a

f(x) اگر .٧.٢.٢ قضیه
است. کراندار

کراندار x =
π

٢
نقطه از همسای هیچ در f(x) = tan x اینکه به توجه با مثال٨.٢.٢.

نیست. موجود lim
x→π

٢

tanx گرفت، نتیجه �توان م فوق قضیه نقیض عکس به بنا نیست،

نتایج کنیم، استفاده −∞ یا +∞ ،a− ،a+ از a به�جای فوق، قضایای در اگر تبصره.
برقرارند. همچنان

با آن�ها در حد مقدار که �شویم م مواجه حالت�هایی با گاه حدود محاسبه در تبصره.
نامیده مبهم حالات که حالت�ها این دارند. متفاوت جواب�های مختلف مسائل به توجه

از عبارتند �شوند م

∞−∞,
∞
∞
,

٠
٠
, ٠ ×∞, ١∞, ٠٠, ∞٠

عنوان به باشند. حدی صورت به باید ی یا صفر عدد مبهم حالت�های در که کنید توجه
ی برابر و نبوده مبهم حالت باشد، مطلق صورت به ی عدد که صورت در ١∞ مثال،
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تابع حد ٢.٢ ٣۴

است.
مشترکگرفتن،ضرب (مخرج جبری عملیات از استفاده ∞−∞با و ٠×∞ مبهم حالات
فصل (در اریتم�گیری ل از استفاده با ٠٠ ،∞٠ ،١∞ نمایی مبهم حالات و (... و مزدوج در

هستند. تبدیل قابل ∞
∞

یا ٠
٠
مبهم حالات به شد) خواهد بحث ۴

کنید. حساب را زیر حدود .٩.٢.٢ مثال

(i) lim
x→π

۴

tan ٢x tan(
π

۴
− x), (ii) lim

x→١

x٢٠ − ۴x+ ٣
x١۵ − ۵x+ ۴

هرگاه �نامند م کوچ بی�نهایت ،(x→ ∞) x→ a وقت را α(x) تابع تعریف٢.٢.٢.
�نامند م بزرگ بی�نهایت را α(x) ترتیب، همین به .( lim

x→∞
α(x) = ٠) lim

x→a
α(x) = ٠

.( lim
x→∞

α(x) = ∞) lim
x→a

α(x) = ∞ هرگاه

�ها بی�نهایتکوچ مقایسه

:lim
x→a

α(x)

β(x)
= c و باشند کوچ بی�نهایت x→ a وقت β(x) و α(x) کنید فرض

هستند؛ هم�مرتبه کوچ بی�نهایت β(x) و α(x) آن�گاه باشد، صفر غیر عددی c اگر •

نشان α(x) ∼ β(x)صورت به و �نامند م هم�ارز را β(x) و α(x) آن�گاه ،c = ١ اگر •
�دهند؛ م

�نامند م β به نسبت بالاتر مرتبه از کوچ بی�نهایت ی را α(x) آن�گاه ،c = ٠ اگر •
�نامند. م α(x) به نسبت پایین�تر مرتبه از کوچ بی�نهایت را β(x) و
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٣۵ پیوستگ و حد

بی�نهایتکوچ توابع مورد در نکات

و α(x) ∼ γ(x) و باشند کوچ بی�نهایت ،x → a وقت β(x) و α(x) اگر .١
آن�گاه β(x) ∼ δ(x)

lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a

γ(x)

δ(x)

از: عبارتند هم�ارزی�ها بعض آن�گاه باشد، کوچ بی�نهایت ی α(x) اگر .٢

sinα(x) ∼ α(x) tanα(x) ∼ α(x)

sin−١ α(x) ∼ α(x) tan−١ α(x) ∼ α(x)

ln(١ + α(x)) ∼ α(x) aα(x) − ١ ∼ α(x) ln a

(١ + α(x))n − ١ ∼ nα(x) n
√

١ + α(x)− ١ ∼ α(x)

n

α(x) مانند کوچ بی�نهایت ی و b ثابت مقدار ی مجموع برابر f تابع اگر .٣
آن�گاه ،(f(x) = b+ α(x)) باشد

lim
x→a

f(x) = b ( lim
x→∞

f(x) = b)

بی�نهایت نیز α(x)β(x) آن�گاه باشند، کوچ بی�نهایت دو β(x) و α(x) اگر .۴
است. کوچ

نیز α(x)
z(x)

آن�گاه باشد، کوچ بی�نهایت ی α(x) و کراندار تابع ی z(x) اگر .۵

است. کوچ بی�نهایت ی

کنید. حساب را زیر حدود .١٠.٢.٢ مثال

(i) lim
x→٠+

١ −
√
cos x

١ − cos
√
x
, (ii) lim

x→π
٣

tan٣ x− ٣ tanx
cos(x+ π

۶ )

(iii) lim
x→∞

√
x√

x+
√
x+

√
x
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مجانب�ها ٣.٢ ٣۶

مجانب�ها ٣.٢

نزدی آن به تابع بی�نهایت، در که است ( منحن (یا خط ، منحن ی مجانب کل طور به
حالت سه خط، وضعیت به توجه با که است مجانب خط مجانب از منظور معمولا �شود. م

دارد: مختلف

lim
x→a+

f(x) = ±∞ هرگاه گویند f تابع قائم مجانب را x = a خط قائم: مجانب (١
. lim
x→a−

f(x) = ±∞ یا

یا lim
x→+∞

f(x) = b هرگاه گویند f تابع افق مجانب را y = b خط : افق مجانب (٢
. lim
x→−∞

f(x) = b

هرگاه گویند f تابع مایل مجانب را (a ̸= ٠) y = ax + b خط مایل: مجانب (٣
استفاده زیر روابط از �توان م b و a محاسبه برای . lim

x→±∞
(f(x)− (ax+ b)) = ٠

کرد:
a = lim

x→±∞

f(x)

x
, b = lim

x→±∞
(f(x)− ax).

باشد: مفید �تواند م مجانب�ها محاسبه در زیر موارد تبصره.

اگر حالت این در �دهد. م رخ مخرج ریشه در معمولا قائم مجانب کسری، توابع در •
مخرج در ریشه عنوان به a چندگانگ هرگاه باشد، مخرج و مشترکصورت ریشه a

بود. خواهد قائم مجانب x = a باشد، بیشتر صورت از

مجانب کاندیدای است، شده گرفته اریتم ل آن از که عبارت ریشه اریتم ل توابع در •
است. قائم

تابع ی g(x) و شود نوشته (a ̸= ٠) f(x) = ax+ b+ g(x)صورت به f تابع اگر •
مایل مجانب معادله y = ax + b آن�گاه باشد، x → ±∞ وقت کوچ بی�نهایت

بود. خواهد f برای

کمتر صورت درجه اگر هستند، چندجمله�ای دو q و p که p(x)

q(x)
یعن گویا توابع در •

واحد ی صورت درجه اگر و دارد افق مجانب تابع باشد، مخرج درجه مساوی یا
بر p(x) تقسیم قسمت خارج و دارد مایل مجانب تابع باشد، بیشتر مخرج درجه از

�کند. م مشخص را مایل مجانب معادله q(x)
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٣٧ پیوستگ و حد

توابع و هستند مایل و افق مجانب فاقد متناوب) کل طور به (و مثلثات توابع •
هستند. قائم مجانب فاقد کراندار

کنید. مشخص را زیر توابع مجانب�های معادله .١.٣.٢ مثال

(i) f(x) =
x٣ − ١
x٢ − ١

(ii) f(x) = x cos
١√
x
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پیوستگ ۴.٢ ٣٨

پیوستگ ۴.٢

گویند پیوسته a نقطه در را f باشد. شده تعریف a از همسای ی در f کنید فرض
در نمودارش اگر است پیوسته a نقطه در f ر، دی عبارت به .lim

x→a
f(x) = f(a) هرگاه

کشید. کاغذ از قلم برداشتن بدون را آن نمودار بتوان و باشد نداشته ل مش (a, f(a))

همچنین

گویند. ناپیوسته a نقطه در را f آن�گاه ،lim
x→a

f(x) ̸= f(a) یا a ̸∈ Df اگر –

دارد. راست پیوستگ a در f ، lim
x→a+

f(x) = f(a) اگر –

دارد. چپ پیوستگ a در f ، lim
x→a−

f(x) = f(a) اگر –

باشد راست پیوسته هم a در اگر فقط و اگر است پیوسته a نقطه در f تابع .١.۴.٢ قضیه
چپ. پیوسته هم و

از چپ انتهایی نقطه در f تابع گوییم انتهایی). نقاط در (پیوستگ ١.۴.٢ تعریف
نقطه در f تابع همچنین، باشد. راست پیوسته نقطه این در اگر است پیوسته قلمرواش

باشد. چپ پیوسته نقطه این در اگر است پیوسته قلمرواش از راست انتهایی

،c ∈ (−٢, ٢) نقطه هر در Df = [−٢, ٢] قلمرو با f(x) =
√

۴ − x٢ تابع .١.۴.٢ مثال
پیوسته ٢ یعن قلمرواش راست انتهایی نقطه در و −٢ یعن قلمرواش چپ انتهایی نقطه در

زیرا، است.

lim
x→c

f(x) = f(c), (c ∈ (−٢, ٢)), lim
x→−٢+

f(x) = f(−٢), lim
x→٢−

f(x) = f(٢).

باشد: زیر موارد از ناش f تابع ناپیوستگ اگر .( (ناپیوستگ تعریف٢.۴.٢

(i) a ̸∈ Df , lim
x→a

f(x) = L, (ii) a ∈ Df , lim
x→a

f(x) = L ̸= f(a)

چنین در ، واق در �نامند. م شدن رف یا اول نوع ناپیوستگ را a در f ناپیوستگ آن�گاه
آورد. به�دست a نقطه در پیوسته تابع ی �توان م ،f(a) = lim

x→a
f(x) تعریف با حالت

صورت این در باشد، a نقطه در f تابع حد وجود عدم از ناش f تابع ناپیوستگ اگر اما
�گویند. م نشدن رف یا دوم نوع از را f تابع ناپیوستگ
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٣٩ پیوستگ و حد

صورت این در .f(x) = ⌊g(x)⌋ و باشد پیوسته a در g کنید فرض .٢.۴.٢ مثال

است. پیوسته a در f آن�گاه ،g(a) ̸∈ Z اگر –

نقطه این در باشد، g نسبی �نیمم م نقطه a که وقت فقط f آن�گاه ،g(a) ∈ Z اگر –
است. پیوسته

ناپیوستگ نقطه این در f آن�گاه باشد نسبی ماکزیمم نقطه a در g و g(a) ∈ Z اگر –
دارد. شدن رف

(g(a) ̸= ٠) f/g و f ·g ،f ±g توابع آن�گاه باشند، پیوسته a در g و f اگر .٢.۴.٢ قضیه
پیوسته�اند. a در نیز

پیوسته�اند: شده�اند، تریف هرجا زیر توابع تبصره.

چندجمله�ای�ها؛ همه –

مخرج؛ ریشه�های در جز به گویا توابع همه –

x؛ n
m گویای توان�های همه –

کسینوس؛ و سینوس توابع –

مخرج؛ ریشه�های در بجز انت کس و انت س کتانژانت، تانژانت، توابع –

قدرمطلق. تابع –

پیوسته f(a) نقطه در g تابع و a نقطه در f تابع اگر پیوسته). توابع ٣.۴.٢(ترکیب قضیه
ر دی عبارت به است. پیوسته a نقطه در f ◦ g آن�گاه باشد،

lim
x→a

g(f(x)) = lim
x→a

g ◦ f(x)

= g ◦ f(a)

= g(f(a))

= g
(
lim
x→a

f(x)
)
.
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پیوستگ ۴.٢ ۴٠

آن�گاه باشد، پیوسته L در g و lim
x→a

f(x) = L اگر ، کل حالت در

lim
x→a

g(f(x)) = lim
x→a

g ◦ f(x)

= g(L)

= g(lim
x→a

f(x)).

�کند. م عوض lim با را جایش g آن�گاه باشد، پیوسته L در g اگر �دهد م نشان فوق رابطه

فوق، قضیه عکس برای نقض مثال عنوان به نیست. برقرار فوق قضیه عکس تبصره.
کرد فرض �توان م

f(x) =

{
٠, x ∈ Q
١, x ̸∈ Q

g(x) =

{
١, x ∈ Q
٠, x ̸∈ Q

f ◦g ≡ ٠ همچنین پیوسته�اند. f ·g و f+g اما نیستند، پیوسته نقطه�ای هیچ در g و f توابع
پیوسته�اند. جا همه در g ◦ f ≡ ١ و

پیوسته a در ١
g(x)

دهید نشان .g(a) ̸= ٠ و باشد پیوسته a در g فرضکنید مثال٢.۴.٣.
است.

سراسری پیوستگ ١.۴.٢

باشد. پیوسته بازه این نقاط تمام در هرگاه گویند پیوسته (a, b) بازه در را f تابع –

پیوسته a در پیوسته، (a, b) بازه در هرگاه گویند پیوسته [a, b] بسته بازه در را f تابع –
باشد. چپ پیوسته b در و راست

مثال، عنوان به کرد. تعریف را (a, b] ،[a, b) بازه�های در پیوستگ �توان م مشابه، به�طور
١ نقاط در ول است پیوسته [١, ٢) و [٠, ١) بازه�های در [٠, ٢] قلمرو با f(x) = ⌊x⌋ تابع

است. ناپیوسته ٢ و
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۴١ پیوستگ و حد

و باشد پیوسته [a, b] بسته بازه در f تابع کنید فرض بولزانو). (قضیه ۴.۴.٢ قضیه
که طوری به دارد وجود (a, b) بازه در c ی حداقل صورت این در .f(a)f(b) < ٠

.f(c) = ٠

٣.٢ ل ش

بیان بولزانو قضیه است، شده داده نشان ٣.٢ ل ش در كه همان�طور ، هندس طور به
آن�گاه باشد، پیوسته [a, b] بازه در f و باشند العلامه مختلف f(b) و f(a) اگر که �کند م

�کند. م قط b و a میان نقطه�ای در را xها محور f
باشد. ریشه دارای آن در f تابع که است بازه�ای یافتن قضیه، این مهم کاربرد

f آن�گاه باشد، پیوسته [a, b] بازه بر f و (f(a)f(b) ≤ ٠) f(a)f(b) < ٠ اگر تبصره.
در ،f(a)f(b) > ٠ اگر که کنید توجه دارد. ([a, b] (بازه (a, b) بازه در ریشه ی حداقل
توابع مورد در اما کرد، نظر اظهار �توان نم ریشه وجود عدم یا وجود مورد در کل حالت

گرفت. نتیجه را ریشه وجود عدم �توان م اکید نوای ی و پیوسته

میان مقدار خاصیت در I بازه بر f تابع گوییم .( میان مقدار (خاصیت تعریف٢.۴.٣
که باشد داشته وجود x٢ و x١ بین x٠ عدد x١, x٢ ∈ I هر ازای به هرگاه �کند، م صدق

یرد. ب قرار f(x٢) و f(x١) بین f(x٠)

�کند. م صدق میان مقدار خاصیت در پیوسته تابع هر که �کند م بیان زیر قضیه

و f(a) بین عددی k و پیوسته [a, b] بازه بر f اگر .( میان مقدار (قضیه ۵.۴.٢ قضیه
.f(c) = k که طوری به دارد وجود c ∈ (a, b) مانند عددی صورت این در باشد. f(b)

�کند.( م اختیار را f(b) و f(a) بین مقدار هر f ر دی عبارت (به

نظر در [a, b] بازه در را g(x) = f(x)− k تابع .f(a) < k < f(b) کنید فرض برهان.
بازه این در نیز g تابع لذا هستند، پیوسته [a, b] بازه در f تابع و k ثابت تابع چون یرید. ب
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پیوستگ ۴.٢ ۴٢

c عدد گرفت نتیجه �توان م بولزانو، قضیه از لذا .g(a)g(b) < ٠ طرف از است. پیوسته
.f(c) = k لذا ،g(c) = ٠ که طوری به دارد وجود (a, b) بازه در

صورت بدین است، شده داده نشان ۴.٢ ل ش در كه ، ميان مقدار قضيه هندس تعبير
�کند. م قط نقطه ی در حداقل را f تابع نمودار y = k خط که است

۴.٢ ل ش

مثال، عنوان به لازم. نه است کاف شرط ، میان مقدار قضیه در پیوستگ شرط تبصره.

صدق میان مقدار خاصیت در اما است ناپیوسته [−١, ١] بازه در f(x) = sin
١
x
تابع

�کند. م

فرد درجه چندجمله�ای دهید نشان .۴.۴.٢ مثال

p(x) = a٢n+١x
٢n+١ + a٢nx

٢n + a١x+ a٠

دارد. حقیق ریشه ی حداقل
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۴٣ پیوستگ و حد

ماکزیمم f صورت این در باشد. پیوسته [a, b] بازه در f تابع کنید فرض .۶.۴.٢ قضیه
به دارند وجود [a, b] بازه در d و c نقاط یعن �کند؛ م اختیار بازه این در را خود �نیمم م و

است. [a, b] بازه در f تابع مقدار �نیمم م f(d) و ماکزیمم f(c) که طوری

مانند نقطه�ای کنید ثابت باشد، پیوسته تابع f : [a, b] → [a, b] اگر .۵.۴.٢ مثال
�شود.) م نامیده f ثابت نقطه نقطه�ای، (چنین .f(c) = c که دارد وجود c ∈ [a, b]

و f(a) < g(a) و باشند پیوسته [a, b] بازه در g و f توابع کنید فرض .۶.۴.٢ مثال
.f(c) = g(c) که طوری به دارد وجود (a, b) از cای دهید نشان .f(b) > g(b)

ثابت ،f(٠) = f(١) اگر یرید. ب نظر در را f : [٠, ١] → R پیوسته تابع .٧.۴.٢ مثال

.f(c) = f(c+
١
٣
) که دارد وجود c ∈ [٠, ١] مانند نقطه�ای کنید
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مسایل ۵.٢ ۴۴

مسایل ۵.٢

صورت این در ،lim
x→٢

f(x) = ℓ اگر .f(x) = (⌊x⌋−١)(⌊x⌋−٢)+۴x فرضکنید .١
همسای در باید x گیرد، قرار ε شعاع و ℓ مرکز به همسای در f(x) که این برای

است؟ چقدر δ مقدار بزرگترین باشد. δ شعاع و ٢ مرکز به

تابع دهید نشان .٢

f(x) =

{
١, x ∈ Q,
−١, x ̸∈ Q,

ندارد. حد نقطه�ای هیچ در

کنید. حساب را زیر حدود .٣

(i) lim
x→∞

⌊x⌋+ ⌊٢x⌋+ · · ·+ ⌊١٠٠x⌋
x

(ii) lim
x→∞

(√
x٢ + ٢x−

√
x٢ − ٢x

)
(iii) lim

x→∞

(
sin

√
x+ ١ − sin

√
x
)

(iv) lim
x→٠+

sin٣ √x ln(١ + ٣x)(
tan−١ √x

)٢ (
e۵

٣√x − ١
)

(v) lim
x→١

x+ x٢ + · · ·+ xn − n

x− ١
(vi) lim

n→∞
(١ +

١
n٢ )(١ +

٢
n٢ ) · · · (١ +

n

n٢ )

x(١−x) ≤ ln(١+x) ≤ x نامساوی از راهنمایی، عنوان به ،(vi)قسمت حل برای
کنید. استفاده

کنید. مشخص را y =
b

sin θ
و x =

a

tan θ
پارامتری منحن مجانب�های معادله .۴

کنید. بررس x = ٠ نقطه در آن�ها نوع ذکر با را زیر توابع ناپیوستگ یا پیوستگ .۵

(i) f(x) =

{
x sin ١

x
x ̸= ٠

٠ x = ٠
, (ii) f(x) =


sin x

x
x ̸= ٠

٠ x = ٠
,

(iii) f(x) = sign(x)
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۴۵ پیوستگ و حد

ضابطه با f تابع اینکه فرض با .۶

f(x) =


−٢ sin x −π ≤ x ≤ −π

٢
a sin x+ b −π

٢
< x <

π

٢
cosx

π

٢
≤ x ≤ π

آورید. به�دست را b و a مقادیر است، پیوسته

کنید ثابت مفروض�اند. a١ < b١ < a٢ < b٢ < · · · < an < bn حقیق اعداد .٧
چندجمله�ای

p(x) = (x+ a١)(x+ a٢) · · · (x+ an) + (x+ b١)(x+ b٢) · · · (x+ bn)

است. حقیق ریشه n دارای

اعداد aiها آن در که f(x) = a١ sinx+ a٢ sin ٢x+ · · ·+ an sinnx کنید فرض .٨
|f(x)| ≤ ،x حقیق عدد هر ازای به �دانیم م .n ∈ N و هستند ثابت حقیق

دهید نشان .| sin(x)|

∣∣a١ + ٢a٢ + · · ·+ nan
∣∣ ≤ ١.

.f(٠) = f(١) و بوده [٠, ١] بازه در پیوسته تابع f کنید فرض .٩

f(a) = که طوری به دارد وجود [٠,
١
٢
] بازه در a مانند نقطه�ای دهید نشان الف)

+f(a؛ ١
٢
)

بازه در aای ازای به که دهید نشان باشد، ٢ از بزرگتر طبیع عدد ی n اگر ب)
داریم [٠, ١ − ١

n
]

f(a) = f(a+
١
n
).

نقض مثال صورت این غیر در و بیاورید دلیل است درست اگر نادرست؟ یا درست .١٠
بیاورید.
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مسایل ۵.٢ ۴۶

lim
x→a

(f(x) + آن�گاه نباشد، موجود lim
x→a

g(x) و باشد موجود lim
x→a

f(x) هرگاه الف)
ندارد؛ وجود g(x))

برعکس؛ و است چنین نیز |f | باشد، پیوسته a در f هرگاه ب)

lim
x→a

(f(x) + آن�گاه نباشند، موجود lim
x→a

g(x) و lim
x→a

f(x) از ی هیچ هرگاه پ)
ندارد؛ وجود g(x))

lim
x→a

f(x) و f(x) < g(x) باشیم داشته a حول بازه ی در x هر ازای به هرگاه ت)
.lim
x→a

f(x) < lim
x→a

g(x) آن�گاه باشند، موجود دو هر lim
x→a

g(x) و
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دنباله�هایعددی

مقدمه ١.٣

دنباله�های یعن آن، به مربوط مبحث فصل این در ، نامتناه سری�های پایه�های ریختن برای
دارد. نیز ری دی فراوان کاربردهای که �دهیم م قرار مطالعه مورد را نامتناه

دنباله�ها� رایی هم تعریفو ٢.٣

ل ش به مجموعه�ای صحیح، اعداد از قطعه راست ی از منظور تعریف١.٢.٣.

{k, k + ١, k + ٢, . . .}

ل متش مجموعه�ای قطعه راست ر، دی عبارت به است. صحیح عدد ی k آن در که است
راست S کنید فرض است. شده داده صحیح عدد با مساوی یا بزرگتر صحیح اعداد همه از
را a : S → E مانند تابع هر باشد. دلخواه مجموعه�ای E و صحیح اعداد از قطعه�ای
با آن�را که �دهد م نسبت را E از عضوی n مانند S عضو هر به لذا �نامیم. م E در دنباله�ای
جمله�های لذا �نامیم. م دنباله جمله�های را anها �دهیم. م نمایش an نماد با معمولا و a(n)

باشند. صعودی اندیس�هایشان که کرد مرتب طوری �توان م را دنباله هر

ak, ak+١, ak+٢, . . . (١.٣)

۴٧
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۴٨

ی با را (١.٣) دنباله باشند. متمایز E اعضای عنوان به anها نیست لازم کنید، توجه
نمادهای از

{an}∞n=k , (an)n≥k , (an)

�نامیم. م عددی دنباله باشند، عدد آن جملات که دنباله�ای �دهیم. م نمایش

کرد: مشخص طریق سه به �توان م را عددی دنباله ی

�گذاریم؛ م “...” سپس و نوشته را اول جمله چند باشد، واض دنباله طرح اگر (i)

آورد؛ به�دست فرمول �توان م n از تابع صورت به an عموم جمله برای (ii)

�توان م an−١ ،. . . ،a٢ ،a١ قبل جملات از تابع صورت به an جمله محاسبه برای (iii)
داد. ارائه فرمول

{n} = {١, ٢, ٣, . . .}{
(−١

٢
)n
}

=

{
−١

٢
,
١
۴
,−١

٨
, . . .

}
{
n− ١
n

}
=

{
٠,

١
٢
,
٢
٣
, . . .

}
{
(−١)n−١} = {cos(n− ١)π} = {١−,١, ١−,١, . . .}{
n٢

٢n

}
=

{
١
٢
, ١,

٩
٨
,
٢۵
٣٢
,
٣۶
۶۴
, . . .

}
{
(١ +

١
n
)n
}

=

{
٢,

٩
۴
,
۶۴
٢٧

. . .

}
{
cos(nπ/٢)

n

}
=

{
١−,٠

٢
, ٠,

١
۴
, . . .

}
a١ = ١, an+١ =

√
۶ + an, (n = ١, ٢, ٣ . . .)

n از صریح تابع عنوان به an برای واض فرمول فوق، دنباله�های از آخر مثال در
بر مشروط کرد حساب n مطلوب مقدار هر ازای به را an �توان م ول ندارد وجود

کنیم. محاسبه را an−١ ،. . . ،a٣ ،a٢ مقادیر همه ابتدا اینکه
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۴٩ عددی دنباله�های

شود، تعریف آن از قبل جملات حسب بر دنباله ی عموم جمله هرگاه تعریف٢.٢.٣.
�نامند. م بازگشت دنباله را دنباله

است،که بازگشت دنباله ،a١ = ١, an = an−١ +
١
٢n , (n ≥ ٢) دنباله .١.٢.٣ مثال

{an} =

{
١,

۵
۴
,
١١
٨
, . . .

}
.

صورت به که است بازگشت دنباله از ر دی مثال فیبوناچ دنباله

a١ = a٢ = ١, an = an−١ + an−٢, (n ≥ ٣)

�شود: م تعریف
{an} = {١, ١, ٢, ٣, ۵, . . .}.

دنباله�ها رایی هم

مفهوم از خاص حالت دنباله ی حد مفهوم دارد. قرار دنباله قلب در رایی هم مفهوم
است. تابع ی بی�نهایت در حد

فاصله اینکه بر مشروط ، lim
n→∞

an = ℓ �نویسیم م و است ℓ حد به را ه {an} دنباله گوییم
گردد. نزدی صفر به یابد، افزایش ∞ سوی به n وقت حقیق اعداد خط روی ℓ تا an

هرگاه راست هم ℓ حد به {an} دنباله دنباله). ی حد صوری (تعریف تعریف٣.٢.٣
باشد) ε به وابسته است ن مم (که N مانند صحیح عدد εمثبت حقیق عدد هر ازای به
دنباله ، ریاض زبان به یا .|an − ℓ| < ε آن�گاه n ≥ N هرگاه که طوری به باشد موجود

هرگاه راست هم ℓ حد به {an}

∀ε > ٠, ∃N, ∀n (n ≥ N =⇒ |an − ℓ| < ε) .

نامند. واگرا صورت این غیر در و را هم باشد، حد دارای که دنباله�ای تعریف٢.٣.۴.

دهید: نشان .٢.٢.٣ مثال

،p > ٠ هر و c حقیق عدد هر ازای به (i)

lim
n→∞

c

np
= ٠.
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۵٠

است. صفر به را ه {pn} دنباله ،٠ < p < ١ هر ازای به (ii)

. lim
n→∞

(an+١ − an) = ٠ دهید نشان باشد. را هم {an} دنباله کنید فرض .٣.٢.٣ مثال

�دهند. م نشان an −→ ℓ نماد با را lim
n→∞

an = ℓ معمولا تبصره.

تبصره.

lim
n→∞

an = ∞ ⇐⇒ ∀M > ٠, ∃N, ∀n (n ≥ N =⇒ |an| > M) .

نزدی بی�نهایت به شناسه�اش وقت است تابع ی حد ارز هم دنباله ی حد تبصره.
.an −→ ℓ آن�گاه ،an = f(n) و lim

x→∞
f(x) = ℓ هرگاه ، واق در �شود. م

فرض با ،{an} =

{
n٢ − ۴n+ ۶
n٣ − ۶n٢

}
دنباله حد یافتن برای مثال، عنوان به

f(x) =
x٢ − ۴x+ ۶
x٣ − ۶x٢ , (x > ٢)

. lim
n→∞

an = ٠ �گیریم م نتیجه ، lim
x→∞

f(x) = ٠ چون
در مناسبی، تغییرات با دنباله�ها حدود برای توابع حدود متعارف قواعد امر، این خاطر به

برقرارند. نیز دنباله�ها
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۵١ عددی دنباله�های

آن�گاه باشد، ثابت عدد c و bn −→ b ،an −→ a اگر .١.٢.٣ قضیه

(i) lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn (an ± bn −→ a± b)

(ii) lim
n→∞

anbn =
(
lim
n→∞

an

)(
lim
n→∞

bn

)
(anbn −→ a b)

(iii) lim
n→∞

c an = c lim
n→∞

an (c an −→ c a)

(iv) lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
(
an
bn

−→ a

b
if b ̸= ٠)

(v)if ∃N, ∀n ≥ N : an ≤ bn =⇒ lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

١.٢.٣ قضیه (ii) قسمت از استفاده با آن�گاه ،p ∈ N و an −→ a اگر .۴.٢.٣ مثال
.apn −→ ap گرفت نتیجه �توان م

∞باشد، به واگرا {bn} یا {an} دنباله�های از ی که حالت در ١.٢.٣ قضیه در تبصره.
باشد. b ̸= ٠ یا a ̸= ٠ (ii) در اینکه شرط به است، برقرار قضیه

کنید. حساب را زیر حدهای .۵.٢.٣ مثال

(i) lim
n→∞

۵
√
n٢ cosn!√
n+ ١

(ii) lim
n→∞

(
١
n٢ +

٢
n٢ + . . .+

n− ١
n٢

)
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۵٢

an+١ ≥ an باشیم داشته n هر برای هرگاه �نامیم م صعودی را {an} دنباله تعریف٢.٣.۵.
�آید. م به�دست اکید صعودی تعریف تساوی علامت حذف با و

an+١ ≤ an باشیم داشته n هر برای هرگاه �نامیم م نزول را {an} دنباله تعریف٢.٣.۶.
�آید. م به�دست اکید نزول تعریف تساوی علامت حذف با و

باشد. نزول یا صعودی هرگاه �نامیم م نوا ی را {an} دنباله تعریف٧.٢.٣.

وجود β ∈ R ثابت عدد هرگاه �نامیم م کراندار بالا از را {an} دنباله .٨.٢.٣ تعریف
.an ≤ β باشیم داشته n هر برای که باشد داشته

وجود α ∈ R ثابت عدد هرگاه �نامیم م کراندار پایین از را {an} دنباله تعریف٩.٢.٣.
.an ≥ α باشیم داشته n هر برای که باشد داشته

در و �نامیم م کراندار را باشد کراندار بالا از و پایین از که دنباله�ای .١٠.٢.٣ تعریف
�نامیم. م بی�کران آن�را صورت، این غیر

عدد اگر تنها و اگر است کراندار {an} دنباله �شود: م نتیجه ١٠.٢.٣ تعریف از تبصره.
.|an| ≤M باشیم داشته n هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود M > ٠

این جملات زیرا �باشد، نم نوا ی an =
n

n+ ١
cos(nπ) با {an} دنباله .۶.٢.٣ مثال

.|an| ≤
n

n+ ١
≤ ١ زیرا است، کراندار اما است. نوسان دنباله

است. کراندار آن�گاه باشد، را هم {an} دنباله اگر .٢.٢.٣ قضیه

طوری به هست N مانند عددی ،ε = ١ ازای به لذا . lim
n→∞

an = ℓ کنید فرض برهان.
چنین ازای به بنابراین، است. برقرار |an − ℓ| < ε = ١ نامساوی ،n ≥ N هر ازای به که
،a٢ ،|a١| اعداد Mماکزیمم اگر .|an| < ١+ ℓپس ،||an| − |ℓ|| ≤ |an − ℓ| < ١ nای،

.|an| ≤M داریم ،n = ١, ٢, . . . هر ازای به آن�گاه باشد، ١ + |ℓ| و aN ،. . .

واگراست. ول کراندار {(−١)n} مثال، عنوان به نیست. درست فوق عکسقضیه تبصره.

پایین از و نزول دنباله (هر راست. هم کراندار بالا از و صعودی دنباله هر .٣.٢.٣ قضیه
راست.) هم کراندار

است. برقرار فوق قضیه هم باز باشد، نوا ی بعد، به مرحله�ای از دنباله�ای اگر تبصره.
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حد است. مفروض a٠ =
٣
٢
و an+١ = a٢

n−٢an+٢ رابطه با {an} دنباله مثال٧.٢.٣.
بیابید. آن�را

تعریف زیر روابط با {bn} و {an} دنباله�های و b٠ > a٠ > ٠ کنید فرض .٨.٢.٣ مثال
شوند

an+١ =
٢anbn
an + bn

, bn+١ =
an + bn

٢
.

بیابید. را آن�ها حد و هستند را هم دنباله دو این کنید بررس

باشد شده داده زیر صورت به بازگشت صورت به an کنید فرض .٩.٢.٣ مثال

a١ =
√

٢, an+١ =
√

٢ + an, n ≥ ١.

بیابید. را مقدارش و دارد وجود lim
n→∞

an دهید نشان

راست. هم {
(
١ +

١
n

)n} دنباله دهید نشان .١٠.٢.٣ مثال
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۵۴
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۵۵ عددی دنباله�های

همان با است) نامحدود آن�ها تعداد (که {an} دنباله جملات برخ اگر تعریف١١.٢.٣.
دقیق�تر، صورت به �نامند. م {an} زیردنباله را حاصل دنباله شود، ظاهر دنباله�ای در ترتیب

�نامند. م {an} زیردنباله را {aϕ(n)} دنباله باشد، اکید صعودی ϕ : S → S تابع اگر

ℓ به را هم آن زیردنباله هر اگر فقط و اگر است ℓ به را هم {an} دنباله .۴.٢.٣ قضیه
باشد.

صورت: این در باشند. {an} از زیردنباله دو {cn} و {bn} کنید فرض تبصره.

هستند. کراندار نیز {cn} و {bn} باشد، کراندار {an} اگر –

هستند. را هم ℓ به نیز {cn} و {bn} آن�گاه ،an −→ ℓ اگر –

واگراست. {an} دنباله آن�گاه ،ℓ١ ̸= ℓ٢ و cn −→ ℓ٢ و bn −→ ℓ١ اگر –
اگر اما راست. هم {an} که گرفت نتیجه �توان نم ℓ١ = ℓ٢ اگر که کنید توجه
�توان م آن�گاه باشد، متفاوت {an} با جمله متناه تعداد در فقط {bn} ∪ {cn}
با دنباله (زیر زوج زیردنباله�های اگر مثلا راست. هم ℓ١ به نیز {an} گرفت نتیجه
را هم سان ی عدد به دنباله ی فرد) اندیس با (زیردنباله فرد و زوج) اندیس

دقیق�تر: بیان به راست. هم دنباله آن�گاه باشند،

و زوج زیردنباله�های اگر فقط و اگر است ℓ به را هم {an} دنباله .۵.٢.٣ قضیه
باشند. ℓ به را هم آن فرد

داشت. نخواهد حد نیز {an} باشد، حد فاقد {bn} اگر –

زوج جملات اگر زیرا است. حد فاقد an = cos(nπ) با {an} دنباله .١١.٢.٣ مثال
دو پس ،cn = −١ و bn = ١ باشند،داریم {cn} دنباله آن فرد جملات و {bn} دنباله آن

دارند. متفاوت حدودی an از زیردنباله

.an =
٢

١ + an−١
باشیم داشته n ≥ ٢ ازای به و a١ = ٣ کنید فرض .١٢.٢.٣ مثال

کنید. محاسبه آن�را حد مقدار سپس راست. هم {an} دنباله دهید نشان
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۵۶

است. نزول یا صعودی زیردنباله ی شامل دنباله هر .۶.٢.٣ قضیه

هرگاه �نامند م کوش دنباله را {an} دنباله تعریف١٢.٢.٣.

∀ε > ٠, ∃N, ∀n,m (n,m ≥ N =⇒ |am − an| < ε) .

باشد. کوش دنباله {an} اگر فقط و اگر راست هم {an} دنباله .٧.٢.٣ قضیه

کند. صدق |an − an+١| <
١
٣n نامساوی در {an} جملات کنید فرض .١٣.٢.٣ مثال

راست. هم {an} دهید }نشان
cn+١

cn

}
اگر باشد. مثبت حقیق اعداد از دنباله�ای {cn} کنید فرض .١۴.٢.٣ مثال

. lim
n→∞

n
√
cn = lim

n→∞

cn+١

cn
و راست هم نیز { n

√
cn} آن�گاه باشد، را هم

بیابید. را lim
n→∞

(
nn

n!

) ١
n

حد حاصل .١۵.٢.٣ مثال



Ho
sse
ini
–A
bd
i

۵٧ عددی دنباله�های



Ho
sse
ini
–A
bd
i

دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۵٨

باشد. شده تعریف Nδ(a) مانند a نقطه از همسای در f تابع کنید فرض .٨.٢.٣ قضیه
صورت این در

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒ ∀{an} ⊆ Nδ(a) (an −→ a =⇒ f(an) −→ L) .

ی در تابع ی حد وجود عدم اثبات برای �شود، م قضیه این از که مهم استفاده
a به را هم {bn} و {an} مانند مناسب دنباله دو اگر که صورت این به است. خاص نقطه
آن�گاه باشند، داشته متفاوت حدود {f(bn)} و {f(an)} دنباله�های که باشند داشته وجود

است. حد فاقد a در f

است؟ حد دارای a = ٢ نقطه در f(x) = cos
١

x− ٢
تابع آیا .١۶.٢.٣ مثال

تابع که را نقاط مجموعه .١٧.٢.٣ مثال

f(x) =

{
x٣ , x ∈ Q
x , x ̸∈ Q

بیابید. است، حد دارای نقاط آن در
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۵٩ عددی دنباله�های

باشیم داشته Nای ازای به کنید فرض ساندویچ). یا (فشار ٩.٢.٣ قضیه

∀n ≥ N : bn ≤ an ≤ cn.

.an −→ ℓ آن�گاه ،cn −→ ℓ و bn −→ ℓ اگر صورت این در

کنید. حساب را زیر حدهای .١٨.٢.٣ مثال

(i)
{cosn

n

}
(ii) {xn} , (|x| < ١)

(iii)
{

١
n٢ + n

+
١

n٢ + n+ ١
+ · · ·+ ١

n٢ + ٢n

}
(iv)

{
٢n
√

٣n + ۵n + ٧n + ٩n
}
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دنباله�ها� رایی هم و تعریف ٢.٣ ۶٠

�دهیم م نشان تبصره.

∀x ≥ −١ : (١ + x)n ≥ ١ + nx, n ∈ N.

اتحاد در

an − bn = (a− b)(an−١ + ban−٢ + . . .+ bn−٢a+ bn−١),

داشت خواهیم صورت این در ،b = ١ و a = x+ ١ �دهیم م قرار

(x+ ١)n − ١ = x
(
(x+ ١)n−١ + (x+ ١)n−٢ + . . .+ (x+ ١) + ١

)
= Px

آن در که
P = (x+ ١)n−١ + (x+ ١)n−٢ + . . .+ (x+ ١) + ١.

:x ≥ ٠ اگر –

x+ ١ ≥ ١ =⇒ ∀k ∈ N, (١ + x)k ≥ ١ =⇒ P ≥ n,

،x ≥ ٠ چون و

Px ≥ nx. (٢.٣)

:−١ < x < ٠ اگر –

٠ < x+ ١ < ١ =⇒ ∀k ∈ N, (١ + x)k < ١ =⇒ P < n,

،−١ < x < ٠ چون و

Px > nx. (٣.٣)
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�شود م نتیجه (٣.٣) و (٢.٣) از

Px ≥ nx =⇒ (١ + x)n − ١ = Px ≥ nx =⇒ (١ + x)n ≥ ١ + nx.

. lim
n→∞

n
√
p = ١ دهید نشان باشد، مثبت حقیق عدد ی p اگر .١٩.٢.٣ مثال

. lim
n→∞

n
√
n = ١ دهید نشان .٢٠.٢.٣ مثال

بیابید. را
{
(٣n + ٢n)

١
n

}
دنباله حد .٢١.٢.٣ مثال
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مسایل ٣.٣ ۶٢

مسایل ٣.٣

کنید. حساب را زیر حدهای .١

(i) lim
n→∞

١ + a+ a٢ + · · ·+ an

١ + b+ b٢ + · · ·+ bn
, (|a| < ١, |b| < ١) (ii) lim

n→∞

(n!)٢

(٢n)!

راست. هم an =
١
n
+

١
n+ ١

+ . . .+
١
٢n

با {an} دنباله کنید ثابت .٢

صورت به {xn} دنباله .٣

x١ =
√
a , x٢ =

√
a+

√
a , . . . , xn =

√
a+

√
a+

√
· · ·+

√
a

است.
√

۴a+ ١ + ١
٢

آن حد و راست هم {xn} دهید نشان است. شده تعریف

صورت به {an} دنباله .۴

an =
١
٢

(
٢

an−١
+ an−١

)
, a٠ = ١

است. شده تعریف

کنید. محاسبه دنباله این در را a١, a٢, a٣ جملات الف)

راست. هم {an} دنباله دهید نشان ب)

آورید. به�دست را {an} حد پ)

کنید. توجیه را خود جواب�های نادرست�اند؟ کدام و درست کدام زیر ام اح از .۵

. lim
n→∞

(an + bn) = ٠ آن�گاه ، lim
n→∞

bn = −∞ و lim
n→∞

an = ∞ هرگاه (الف)

نیست. را هم {anbn} آن�گاه نباشند، را هم {bn} و {an} از ی هیچ هرگاه (ب)

راست. هم {an} آن�گاه باشد، را هم {|an|} هرگاه (پ)

.limn→∞ an = ٠ آن�گاه ،limn→∞ |an| = ٠ هرگاه (ت)
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که باشد حقیق اعداد از دنباله�ای {an} کنید فرض .۶

a١ ≤ a٣ ≤ a۵ ≤ . . .

a٢ ≥ a۴ ≥ a۶ ≥ . . .

lim
n→∞

(an+١−an) = اگر دهید نشان .a٢m+١ ≤ a٢n باشیم داشته n mو هر ازای به و
میل مشترک حدی به و رایند هم {an} و {a٢n+١} ،{a٢n} دنباله�های آن�گاه ،٠

�کنند. م

نیستند. موجود lim
x→٠

٢
١
x و lim

x→∞
sinx حدود دهید نشان .٧
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۴ فصل

آن کاربرد و مشتق

مقدمه ١.۴

مشتق ایده گرفتن ل ش است. انتگرال و دیفرانسیل حساب اساس رکن دو از ی مشتق
رواج از پس بود. ریشه�دار ریاض و علم نیاز چند وی پاسخ آن مؤثر به�کارگیری و
در مشتق مفهوم ، تحلیل هندسه پیدایش به�ویژه و جبری قالب در ریاض مسایل مدل�سازی
و نیوتن ریاض کارهای در و شد ظاهر مختلف �دانان ریاض آثار در میلادی هفدهم قرن
تاریخ سابقه که انتگرال با آن ارتباط و یافت جامع نسبت به صورت�بندی�های لایبنیتس

گردید. مشخص داشت دیرینه�تری
عهد در بود. هفدهم قرن �دانان ریاض دغدغه�های از منحن بر مماس خط توصیف
�هایی منحن محدود تعداد از ی هر برای را منحن بر مماس خط �دانان ریاض باستان،
تعریف خاص �های ویژگ کم به بود گرفته قرار عمیق بررس مورد دوران آن در که
شعاع اگر �شد م محسوب مماس T نقطه در C دایره بر l خط مثال، عنوان به �کردند. م
منحن بی�شمار کردن ارائه ان ام تحلیل هندسه آن�که از پس اما باشد. عمود l خط بر OT
مسایل در بودن مماس از استفاده قابل و کل تعریف ی ضرورت ساخت، ن مم را متنوع

گردید. نمایان�تر هندس
لحظه�ای آهنگتغییر مساله شد مشتق مفهوم آمدن بوجود باعث که مسایل از ر دی ی
است. متحرک ی سرعت مفهوم دقیق مدل�سازی مسایل، نوع این از مثال رایج�ترین بود.
�کند. م حرکت جهت�دار و راست خط روی که یرید ب نظر در را نقطه�ای متحرک ی
سرعت است. شده داده ،s = f(t) زمان، از تابع صورت به t زمان در متحرک ان م
f(t٢)− f(t١)

t٢ − t١
صورت به ،t٢ زمان تا t١ زمان از متحرک سرعت میانگین یا متوسط

۶۴
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۶۵ آن کاربرد و مشتق

حرکت اگر است. زمان واحد در شده ط مسافت متوسط واق در که �شود م تعریف
است ثابت مقداری همواره نسبت این گیرد انجام جهت دو از ی در و نواخت ی به�طور
اندازه�گیری مدت طول به نه و اندازه�گیری زمان به نه اندازه�گیری، شروع زمان به نه یعن
ثابت سرعت این حاصل�ضرب شده پیموده مسافت وضعیت این در داشت. نخواهد بستگ
حرکت که �شود م پیچیده وقت موضوع است. حرکت زمان بازه طول در نواخت) (ی
در متوسط سرعت است ن مم صورت این در باشد). متغیر (سرعت نباشد نواخت ی
خاص زمان بازه ی در حرکت شیوه مورد در استفاده�ای قابل اطلاع [t١, t٢] زمان بازه
دقیق�تر اطلاعات کسب برای باشد. بزرگ نسبت به [t١, t٢] اگر خصوص به ندهد تر کوچ
در t به نزدی t٢ و t١ زمان بازه دو است بهتر t زمان حوال در حرکت سرعت مورد در
t١ چه هر کنیم. نگاه f(t٢)− f(t١)

t٢ − t١
متوسط سرعت به و t١ < t < t٢ که یریم ب نظر

حرکت کیفیت از دقیق�تری انعکاس آمده بدست متوسط سرعت باشند �تر نزدی t به t٢ و
بازه طول اگر داد؟ نسبت دقیق معن t لحظه در سرعت به �توان م آیا است. t زمان حوال
مخرج و صورت و f(t١) = f(٢) آن�گاه t١ = t = t٢ یعن یریم، ب نظر در صفر را زمان

که است این گریز راه ندارد. معن عبارت این و �شوند م صفر دو هر f(t٢)− f(t١)

t٢ − t١
کسر

طول که وقت متوسط سرعت حد یعن کنیم، تلق حد ی واق در را t لحظه در سرعت
متحرک سرعت به وجود، صورت در زیر، حد ر، دی بیان به کند. میل صفر به زمان بازه

�شود: م تعبیر t زمان در
lim
h→٠

f(t+ h)− f(t)

h
,

ی در مسافت تغییر فقط که شود تصور یعن نرسد، نظر به متقارن کسر این است ن مم
طرف از هم ٠ به h شدن نزدی چون ، واق در �شود. م دخیل t به نسبت زمان بازه طرف

.[١] �شود م اعمال خود به خود تقارن �شود م منظور چپ طرف از هم و راست

مشتق ٢.۴

در را f باشد. شده تعریف a از همسای ی در f تابع کنید فرض .١.٢.۴ تعریف
هرگاه گویند مشتق�پذیر a نقطه

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

(
lim
h→٠

f(a+ h)− f(a)

h

)
, (١.۴)



Ho
sse
ini
–A
bd
i

مشتق ٢.۴ ۶۶

ر، دی عبارت به باشد. متناه و موجود

∀ε > ٠∃δ > ٠∀x
(
|x− a| < δ ⇒

∣∣∣∣f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a)

∣∣∣∣ < ε

)
.

�دهند. م نمایش f ′(a) نماد با را f تابع مشتق

عضوی a اگر باشد. f تابع دامنه از درون نقطه ی a که فرضکردیم فوق تعریف در
تعریف کردن محدود علت دارد. معن (١.۴) حد بررس باشد، آن حدی نقطه و دامنه از
حالت این به ما نظر مورد کاربردهای بیشتر که است این f تعریف دامنه درون نقاط به
نامطلوبی �های پیچیدگ بعضاً که را �تر کل حالت�های که ندارد لزوم �شود. م محدود
عدد اگر �کنیم. م استفاده استثنایی مورد دو از گاه فقط کنیم. مطرح اینجا در دارند،
در �توانیم م گیرد. قرار f تابع دامنه در [a, a + δ) که باشد داشته وجود δ مانند مثبت
معن این به �طرفه“ ی ”حد صورت، این در که کنیم محدود مثبت مقادیر به را h ،(١.۴)

مقدار �شود. م گرفته نظر در h مثبت مقادیر فقط که است

lim
h→٠+

f(a+ h)− f(a)

h
,

نمایش f ′
+(a) نماد با و �نامیم م a نقطه در f تابع راست مشتق وجود، صورت در را

مشابه به�طور �دهیم. م

lim
h→٠−

f(a+ h)− f(a)

h
,

�دهیم. م نمایش f ′
−(a) نماد با و �نامیم م a نقطه در f تابع چپ مشتق وجود، صورت در را

هرگاه است مشتق�پذیر a نقطه در f تابع �شود م ملاحظه فوق مباحث به توجه با لذا
باشند. برابر و موجود a نقطه در f راست و چپ مشتق

صورت به که f : R → R تابع مشتق دهید نشان [ خط تابع [مشتق .١.٢.۴ مثال
است. f ′(x) = a برابر است شده تعریف f(x) = ax+ b

داریم مشتق تعریف از استفاده با حل:

f ′(x) = lim
h→٠

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→٠

a(x+ h) + b− (ax+ b)

h
= lim

h→٠

ah

h
= a.

است. صفر برابر ثابت تابع هر مشتق �کند م بیان ١.٢.۴ مثال خاص حالت ی
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۶٧ آن کاربرد و مشتق

آن در که یرید ب نظر در f(x) = axn صورت به را f : R → R تابع .٢.٢.۴ مثال
f ′(x٠) = anxn−١

٠ برابر x = x٠ نقطه در f تابع مشتق دهید نشان .n ∈ N و a ∈ R
است.

داریم مشتق تعریف از استفاده با حل:

f ′(x٠) = lim
x→x٠

f(x)− f(a)

x− x٠
= lim

x→x٠

axn − axn٠
x− x٠

= lim
x→x٠

a(xn−١ + xn−٢x٠ + . . .+ xxn−٢
٠ + xn−١

٠ ) = anxn−١
٠

کند صدق زیر شرایط در f تابع کنید فرض .٣.٢.۴ مثال

(i) ∀x, y, f(x+ y) = f(x)f(y), (ii) f ′(٠) = k, (iii) f(٠) ̸= ٠,

دهید نشان
(i) f(٠) = ١, (ii) ∀ x : f ′(x) = kf(x).

مشتق هندس تعبیر

P آن در که α = ∠HPK و θ = ∠HPQ کنید فرض یرید. ب نظر در را y = f(x) تابع
مماس خط l کنید فرض همچنین، هستند. (a+ h, f(a+ h)) نقطه Q و (a, f(a)) نقطه

صورت این در ببینید). را ١.۴ ل (ش باشد P نقطه در f بر

mPQ =
f(a+ h)− f(a)

a+ h− a
=
f(a+ h)− f(a)

h
=
QH

PH
= tan θ.

به PQ وتر لذا �شود. م نزدی P به Q نتیجه در و a به a + h آن�گاه h → ٠ اگر حال
داریم لذا .θ → α ر دی عبارت به �شود. م نزدی l مماس خط سمت

f ′(a) = lim
h→٠

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

θ→α
tan θ = tanα = l خط .شیب
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مشتق ٢.۴ ۶٨

١.۴ ل ش

، هندس لحاظ به بنابراین، است. a نقطه در f(x) منحن بر مماس خط شیب f ′(a) لذا
مشتق�پذیری ازاین�رو نقطه. آن در مماس خط شیب از است عبارت نقطه ی در مشتق

نقطه. آن در تا ی مماس خط وجود با است معادل نقطه ی در تابع ی

باشد حقیق عدد ی a هرگاه باشد. چندجمله�ای ی P (x) کنید فرض .۴.٢.۴ مثال
کرد بیان زیر ل ش به �توان م را P (x) آن�گاه

P (x) = a٠ + a١(x− a) + . . .+ an(x− a)n, n ∈ N.

در y = P (x) نمودار بر y = l(x) مستقیم خط دهید نشان ،l(x) = m(x − a) + b اگر
هرگاه است مماس a نقطه

P (x)− l(x) = (x− a)٢Q(x),

است. چندجمله�ای ی Q(x) آن در که
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۶٩ آن کاربرد و مشتق

مشتق�گیری قواعد ٣.۴

انتگرال و دیفرانسیل حساب کنیم، استفاده تعریف از مشتق هر محاسبه برای باشد بنا اگر
کل مشتق�گیری قاعده تعدادی امر، این از اجتناب برای شد. خواهد آوری عذاب موضوع
از به�آسان را توابع پیچیده ترکیب�های مشتق �توان م قواعد این از استفاده با �شود. م بیان

کرد. محاسبه ساخته�اند، را توابع این که مقدمات توابع مشتق

است. پیوستگ مستلزم مشتق�پذیری .١.٣.۴ قضیه

نوشت �توان م است، مشتق�پذیر a در f اینکه به توجه با برهان.

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.

بنابراین

lim
x→a

[f(x)−f(a)] = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(x−a) = lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x−a) = ٠

.lim
x→a

f(x) = f(a) لذا

.(f(x) = |x|) نیست برقرار قبل قضیه عکس

صورت این در باشند. مشتق�پذیر x = a نقطه در g و f توابع کنید فرض .٢.٣.۴ قضیه

و هستند مشتق�پذیر a نقطه در f ± g توابع (الف)

(f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a);

و است مشتق�پذیر a نقطه در fg تابع (ب)

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a);

و است مشتق�پذیر a نقطه در f
g
تابع (پ)

(
f

g

)′

(a) =
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

[g(a)]٢
.
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٧٠

نکته.

(f١f٢ . . . fn)
′ = f ′

١f٢ . . . fn + f١f
′
٢ . . . fn + . . .+ f١f٢ . . . f

′
n.

داریم فوق قضایای و مشتق تعریف از استفاده با نکته.

p(x) = a٠ + a١x+ . . .+ anx
n ⇒ p′(x) = a١ + . . .+ nanx

n−١,

(sinx)′ = cos x,

(cosx)′ = − sinx,

(tan x)′ = sec٢ x = ١ + tan٢ x,

(cotx)′ = − csc٢ x = −(١ + cot٢ x),

(secx)′ = sec x tanx.

و f ′(٢) ،f ′
+(−١) مقادیر .f(x) = |x٢ − ۴x| +

√
x٢ + ٢x+ ١ اگر .١.٣.۴ مثال

کنید. محاسبه را f ′
−(۴)

x = ٠ در را f(x) =
{
x⌊ ١

x
⌋, x ̸= ٠,

١, x = ٠,
تابع مشتق�پذیری و پیوستگ .٢.٣.۴ مثال

کنید. بررس

است. مشتق�پذیر نقاط چه در f(x) =
{
x٢, x ∈ Q,
٠, x ∈ Qc,

تابع .٣.٣.۴ مثال
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٧١ آن کاربرد و مشتق

مرکب توابع مشتق

محاسبه دستور و تابع دو ترکیب بودن مشتق�پذیر بیان مشتق، قضایای ترین اساس از ی
است. معروف زنجیری قضیه به قضیه این است. ترکیب مشتق

نقطه a تابع، دو g : T → R و f : S → R کنید فرض زنجیری). (قاعده ٣.٣.۴ قضیه
مشتق�پذیر f(a) نقطه در g و a نقطه در f اگر باشد. T از درون نقطه f(a) و S از درون

و است مشتق�پذیر a نقطه در g ◦ f آن�گاه باشد

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

کردن ضرب بار ده از زیرا است مشتق�پذیر h(x) = (x٢ + x + ١٠(١ تابع .۴.٣.۴ مثال
است. ٢٠ درجه چندجمله�ای ی و است آمده بدست خودش در x٢ + x+ ١ چندجمله�ای
استفاده با لذا .h = g ◦ f صورت این در .g(x) = x١٠ و f(x) = x٢ +x+ ١ کنید فرض

داریم زنجیری قاعده از

h′(x) = ١٠(x٢ + x+ ٢)٩(١x+ ١).

مشتق�پذیر تابع دو ترکیب زیرا است مشتق�پذیر h(x) = sin(cosx) تابع .۵.٣.۴ مثال
داریم زنجیری قاعده بر بنا و است g(x) = sinx و f(x) = cosx

h′(x) = cos(cos x)(− sin x).

�خواهیم م .f ′(٠) = ٢ و f(٠) = ٠ �دانیم م ،f مانند مشتق�پذیر تابع در .۶.٣.۴ مثال
داریم زنجیری قاعده بر بنا آوریم. بدست صفر نقطه در را h = f ◦ f تابع مشتق

h′(٠) = f ′(f(٠))f ′(٠) = [f ′(٠)]٢ = ۴.

لایبنیتس نمادگذاری

هم ری دی نمادهای که است سودمند نوشت، مختلف صورت�های به �توان م را توابع چون
محاسبات برای که کرد ابداع نمادی مشتق بیان برای لایبنیتس باشیم. داشته مشتق برای
برای لایبنیتس باشد. مشتق�پذیر f و y = f(x) کنید فرض است. سودمند بسیار طولان
y نماد و متغیر ر نمایش مخرج در x نماد آن در که کرد استفاده dy

dx
نماد از f ′(x)نمایش

نقطه در مشتق مقدار نمادگذاری، این با همچنین است. تابع مقدار ر نمایش صورت، در
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٧٢

�شود. م داده نمایش dy(f(a))
dx(a)

یا dy
dx

∣∣∣
a
،dy
dx

(a) با x = a

�آید. م در یادماندن ل ش به زنجیره�ای قاعده نتیجه لایبنیتس، نمادگذاری از استفاده با
به �توان م را زنجیری قاعده بنابراین .z = (g ◦ f)(x) آن�گاه z = g(y) و y = f(x) اگر

کرد بیان زیر صورت
dz(g(b))

dx(a)
=
dz(g(b))

dy(b)
· dy(b)
dx(a)

,

یا
dz

dx
(a) =

dz

dy
(b) · dy

dx
(a),

نوشت زیر صورت به �توان م اختصار به که

dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

�شود م سریعتر محاسبات یری پی است، طولان و زیاد ترکیب�ها تعداد وقت ل، ش این به
و a در اول هستند. مطرح مختلف نقاط در dz

dy
و dy
dx

که داشت ذهن در همواره باید ول

است. مطرح a نقطه در dz
dx

که حال در b = f(a) در دوم
زنجیری قاعده چرا که آید پیش سوال این است ن مم نمادگذاری این از استفاده با
اینکه اول دارد: ال اش دو کار این �شود؟ نم نتیجه مخرج و صورت از dy(b) حذف با

اینکه دوم و ندارد، معن dz(g(b))
dx(a)

عبارت نشود، ثابت a نقطه در g ◦ f مشتق�پذیری تا

نیست. مجاز مخرج و صورت از آن حذف صورت این در که باشد صفر dy(b)است ن مم

بیابید. را زیر توابع از ی هر مشتق .٧.٣.۴ مثال

(i) f(x) =

√
١ +

√
١ +

√
١ +

√
x, (ii) g(x) = sin١)٢

٢
cos x٣).
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٧٣ آن کاربرد و مشتق

معکوس توابع مشتق

صورت این در باشد. اکید ( (نزول صعودی و پیوسته تابع f و بازه ی I کنید فرض
مشتق و است مشتق�پذیر f که �گیریم م نظر در را حالت این�جا در است. پیوسته نیز f−١

است. منف یا مثبت I بازه سراسر در آن

درون نقاط در که باشد پیوسته تابع f : I → R و بازه ی I فرضکنید .۴.٣.۴ قضیه
تابع صورت، این در است. منف جا همه یا مثبت جا همه آن مشتق و است مشتق�پذیر I
هر به�ازای و است مشتق�پذیر تعریفش دامنه درون نقاط همه در نیز ،f−١ یعن ،f معکوس

داریم ،b = f(a) که b مانند f−١ از درون نقطه

(f−١)′(b) =
١

f ′(a)
.

داد نمایش زیر صورت به �توان م را فوق دستور لایبنیتس، نمادگذاری از استفاده با

dx

dy
(b) =

١
dy
dx
(a)

,

صورت به خلاصه�تر به�طور گاه که

dx

dy
=

(
dy

dx

)−١

,

�شود. م نوشته

را �شود م تعریف f(x) = xn, n ∈ N صورت به که f : R+ → R تابع .٨.٣.۴ مثال
داریم x ∈ R+ برای .f ′(x) = nxn−١ و است مشتق�پذیر f وضوح به یرید. ب نظر در
به که f−١ : R → R+ تابع بنابرای .n < ٠ اگر f ′(x) < ٠ و n > ٠ اگر f ′(x) > ٠

و است مشتق�پذیر بالا قضیه به بنا �شود م تعریف f−١(x) = x
١
n صورت

(f−١)′(xn) =
١

f ′(x)
=

١
n
x١−n,

داریم کنیم، زین جای را x مقدار xn به�جای اگر

(f−١)′(x) =
١

f ′(x
١
n )

=
١
n
x

١
n
−١.
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٧۴

.(f−١)′(x) محاسبه مطلوبست .f(x) = ١ + ٢x٣ کنید فرض .٩.٣.۴ مثال

معکوسمثلثات توابع مشتق

در نیستند. معکوس�پذیر نتیجه در و ی به ی بنابراین و هستند متناوب ، مثلثات توابع
�گیریم. م نظر در آن�ها معکوس آوردن بدست برای را توابع این تحدید بخش، این

sin−١ با که آن معکوس صورت، این در یرید. ب نظر در
[
−π

٢
,
π

٢
]
بازه در را sin تابع

است. شده داده نشان ٢.۴ ل ش در sin−١ نمودار است. پیوسته �دهیم، م نشان arcsin یا
sin−١ قلمرو .y = x خط به نسبت y = sin x نمودار بازتاب از است عبارت نمودار این

است.
[
−π

٢
,
π

٢
]
برابر آن برد و [−١, ١] برابر

سینوس آرک نمودار ٢.۴ ل ش

این در سینوس تابع است، مثبت
(
−π

٢
,
π

٢
)
بازه روی سینوس مشتق اینکه به توجه با

است. مشتق�پذیر (−١, ١) روی sin−١ بنابراین، است. ی به ی نتیجه در و صعودی بازه
داریم زنجیری قاعده از استفاده با و sin(sin−١ x) = x از

sin′(sin−١ x) · (sin−١)′(x) = ١ ⇒ cos(sin−١ x) · (sin−١)′(x) = ١,
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٧۵ آن کاربرد و مشتق

نتیجه در و است
(
−π

٢
,
π

٢
)
بازه در sin−١ آن�گاه باشد (−١, ١) بازه در x اگر

cos(sin−١ x) =
√

١ − x٢.

لذا
(sin−١)′(x) =

١√
١ − x٢

.

داریم طرف از
sin−١ x+ cos−١ x =

π

٢
,

بنابراین
(cos−١)′(x) =

−١√
١ − x٢

.

است. شده داده نشان ٣.۴ ل ش در cos−١ تابع نمودار

کسینوس آرک نمودار ٣.۴ ل ش

ابتدا �کنیم. م تعریف سینوس معکوس تابع مشابه روش با را تانژانت معکوس تابع
معکوس باشد. ی به ی آن بر که �کنیم م محدود

(
−π

٢
,
π

٢
)
بازه به را تانژانت قلمرو

آن برد و حقیق خط کل tan−١ قلمرو �دهیم. م نشان arctan یا tan−١ با را tan تابع
اینکه به توجه با است. شده داده نشان ۴.۴ ل ش در tan−١ نمودار است.

(
−π

٢
,
π

٢
)
بازه

دو از اگر همچنین، �دهد. م نتیجه را tan مشتق�پذیری بالا قضیه ،tan′ x = ١ + tan٢ x
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٧۶

تانژانت آرک نمودار ۴.۴ ل ش

�شود م نتیجه یریم، ب مشتق زنجیری قاعده از استفاده با tan(tan−١ x) = x تساوی طرف

(tan−١)′(x) =
١

١ + x٢ .

داریم tan−١ x+ cot−١ x =
π

٢
به توجه با

(cot−١)′(x) =
−١

١ + x٢ .

.f(x) = sin−١(sinx) کنید فرض x حقیق عدد هر به�ازای .١٠.٣.۴ مثال

کنید. ساده و محاسبه را f ′(x) (الف)

کنید. مشخص را است مشتق�پذیر f ′ و پیوسته f آن در که نقاط (ب)

کنید. رسم را f نمودار (ب) و (الف) نتایج از استفاده با (پ)

.tan−١
(
x− ١
x+ ١

)
= tan−١ x− π

۴
داریم x > −١ هر به�ازای دهید نشان مثال۴.١١.٣.

قلمرو است. ی به ی
(
−π

٢
,
π

٢
)
بر f(x) = x sec x تابع دهید نشان .١٢.٣.۴ مثال

کنید. محاسبه را (f−١)′(٠) مقدار سپس، بیابید. را f−١
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٧٧ آن کاربرد و مشتق
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٧٨

اریتم ل و نمایی توابع مشتق

را آن مشتق سپس �کنیم. م تعریف را x طبیع اریتم ل به�نام lnx تابع قسمت، این در
�کنیم. م بیان را کل اریتم�های ل و نمایی�ها مشتق آن از استفاده با و آورده بدست

،y =
١
t

منحن به محدود مسط ناحیه مساحت را Ax ،x > ٠ به�ازای تعریف۴.١.٣.
یرید. ب نظر در t = x و t = ١ قائم خطوط و tها محور

lnx = −Ax ،٠ < x < ١ اگر lnx = Ax ،x ≥ ١ اگر ۵.۴ ل ش

�شود م تعریف زیر صورت به lnx تابع

lnx =

{
Ax, x ≥ ١,
−Ax, x < ١.

.lnx < ٠ ،٠ < x < ١ اگر .lnx > ٠ ،x > ١ اگر .ln ١ = ٠ �کند م ایجاب تعریف این
است. ی به ی تابع ی ln همچنین

آن�گاه x > ٠ اگر .۵.٣.۴ قضیه

d

dx
lnx =

١
x
.

مسط ناحیه مساحت بیانگر ln(x + h) − lnx مقدار h > ٠ و x > ٠ به�ازای برهان.

است. t = x+ h و t = x قائم خطوط و y = ٠ ،y =
١
t
به محدود
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٧٩ آن کاربرد و مشتق

۶.۴ ل ش

کنیم مقایسه ۶.۴ ل ش در شده مشخص مستطیل دو مساحت با را مساحت این اگر
آنگاه

h

x+ h
< سایه�دار مساحت = ln(x+ h)− lnx <

h

x
,

�کند م صدق زیر رابطه در lnx برای نیوتن قسمت خارج بنابراین

١
x+ h

<
ln(x+ h)− lnx

h
<

١
x
,

آن�گاه شود نزدی صفر به راست از h اگر

lim
h→٠+

ln(x+ h)− lnx

h
=

١
x
.

آن�گاه ٠ < x+ h < x اگر داد نشان �توان م مشابه به�طور

lim
h→٠−

ln(x+ h)− lnx

h
=

١
x
,

داریم لذا
d

dx
lnx = lim

h→٠

ln(x+ h)− lnx

h
=

١
x
.
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٨٠

نمایی تابع

بازه این بر ازاین�رو، است. ی به ی (٠,+∞) بازه یعن خود، قلمرو بر lnx تابع
لذا �دهیم. م نشان ex با آن�را معکوس دارد. معکوس

y = ex ⇐⇒ x = ln y (y > ٠),

نتیجه در و
(ex)′ = ex.

داریم زنجیری قاعده از استفاده با صورت، این در باشد. x از تابع u کنید فرض نکته.

(lnu)′ =
u′

u
, (eu)′ = u′eu

کرد تعریف ax = ex ln a صورت به �توان م را ax نمایی، تابع تعریف به توجه با نکته.
لذا است. دلخواه حقیق عدد ی x و a > ٠ آن در که

(ax)′ = (ex ln a)′ = ax ln a.

به x > ٠ و دلخواه حقیق عدد ی a آن در که xa برای کل قاعده �توان م همچنین،
آورد بدست زیر صورت

(xa)′ = (ea lnx)′ = axa−١.

نکته.
(loga u)

′ =
u′

u ln a
.

. d
dx

ln |x| = ١
x
دهید نشان .١٣.٣.۴ مثال

بیابید. را g(x) = ln(x +
√
x٢ + ١) و f(x) = ln | cos x| توابع مشتق .١۴.٣.۴ مثال

کنید. ساده ان ام حد تا را جواب�ها

چپ سمت عبارت در کنید. حل را xxx·
··

= a معادله ،a > ٠ فرض با .١۵.٣.۴ مثال
�شود. نم ختم جایی به نما که است معن به�این نقطه سه معادله،
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٨١ آن کاربرد و مشتق

دهید نشان .FA,B(x) = Aex cos x+Bex sinx کنید فرض .١۶.٣.۴ مثال

d

dx
FA,B(x) = FA+B,B−A(x).
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٨٢

اریتم ل مشتق�گیری

محاسبه را f(x) > ٠ آن در که [f(x)]g(x) صورت به تابع ی مشتق بخواهیم کنید فرض
روش�های از �توان نم است شده ظاهر نما در هم و پایه در هم متغیر اینکه به توجه با کنیم.

�کنیم م عمل زیر صورت به توابع نوع این مشتق محاسبه برای کرد. استفاده قبل

y = [f(x)]g(x) ⇐⇒ ln y = g(x) ln f(x)

⇐⇒ y′ = [f(x)]g(x)
(
g′(x) ln f(x) + g(x)

f ′(x)

f(x)

)
.١٧.٣.۴ مثال

y = xx ⇒ ln y = x lnx⇒ y′ = xx(lnx+ ١)

y = (sin x)lnx ⇒ ln y = ln x ln sin x⇒ y′ = (sin x)lnx
( ln sin x

x
+ cot x lnx

)
بیابید. را زیر توابع از ی هر مشتق .١٨.٣.۴ مثال

(i) f(x) =
(x+ ١)(x+ ٢)(x+ ٣)

x+ ۴
, (ii) g(x) =

√
(x+ ١)(x٢ + ١)(x٣ + ١),

(iii) h(x) =
(x٢ − ١)(x٢ − ٢)(x٢ − ٣)
(x٢ + ١)(x٢ + ٢)(x٢ + ٣)

, h′(١), h′(٢) =?
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٨٣ آن کاربرد و مشتق

هذلولوی توابع

ی مجموع صورت به تا) ی (به�طور �توان م را حقیق اعداد خط روی معین تابع هر
و زوج توابع به�ترتیب sinhx و coshx هذلولوی توابع کرد. بیان فرد تابع ی و زوج تابع

است. ex نمایی تابع مجموعشان که هستند فردی

تعریف زیر صورت به sinhx و coshx توابع ،x حقیق عدد هر به�ازای تعریف۴.٢.٣.
�شوند: م

coshx =
ex + e−x

٢
, sinhx =

ex − e−x

٢
.

٧.۴ ل ش

نقطه ،t هر به�ازای زیرا �نامند م مستدیر توابع را sin و cos توابع است ذکر به لازم
و cosh توابع ترتیب، به�همین دارد. قرار x٢ + y٢ = ١ معادله به دایره روی (cos t, sin t)
معادله به قائم هذلولوی روی (cosh t, sinh t) نقطه زیرا �نامند م هذلولوی توابع را sinh

.(٨.۴ ل (ش دارد قرار x٢ − y٢ = ١

.cosh٢ t− sinh٢ t = ١ داریم t حقیق عدد هر به�ازای نکته.

وجود زاویه یا قوس طول حسب بر t از تعبیری مستدیر، توابع به مربوط حالت خلاف بر
از شعاع و x٢ − y٢ = ١ هذلول ،y = ٠ به محصور هذلولوی قطاع مساحت ول ندارد.
محدود مستدیر قطاع مساحت همچنین است. مربع واحد t

٢
برابر (cosh t, sinh t) به مبدأ

مربع واحد t

٢
مساوی نیز (cos t, sin t) به مبدأ از شعاع و x٢ + y٢ = ١ دایره ،y = ٠ به

است.
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٨۴

٨.۴ ل ش

است زیر صورت به هذلولوی توابع مشتق نکته.

(sinhx)′ =

(
ex − e−x

٢

)′

= coshx,

(coshx)′ =

(
ex + e−x

٢

)′

= sinh x,

(tanhx)′ =

(
sinhx

coshx

)′

=
١

cosh٢ x
,

(coth x)′ =

(
coshx

sinhx

)′

= − ١
sinh٢ x

.

است زیر صورت به هذلولوی و مثلثات توابع بین روابط نکته.

cosh(ix) =
eix + e−ix

٢
= cos x,

cos(ix) = cosh(−x) = coshx,

sinh(ix) =
eix − e−ix

٢
= i sinx,

sin(ix) =
١
i
sinh(−x) = i sinhx.

معکوسهذلولوی توابع

در و ی به ی لذا هستند. صعودی حقیق اعداد خط تمام بر tanhx و sinhx توابع
�دهیم. م نشان tanh−١ x و sinh−١ x با به�ترتیب را آن�ها معکوس معکوس�پذیرند. نتیجه



Ho
sse
ini
–A
bd
i

٨۵ آن کاربرد و مشتق

بنابراین

y = sinh x⇐⇒ x = sinh−١ y,

y = tanhx⇐⇒ x = tanh−١ y.

کنید. بیان اریتم�ها ل حسب بر را tanh−١ x و sinh−١ x توابع .١٩.٣.۴ مثال

داریم صورت این در .y = sinh−١ x کنید فرض حل:

x = sinh y =
ey − e−y

٢
=
e٢y − ١

٢ey
⇒ (ey)٢ − ٢xey − ١ = ٠,

داریم فوق دوم درجه معادله حل با

ey =
٢x±

√
۴x٢ + ۴
٢

= x±
√
x٢ + ١,

باشیم داشته بایست لذا باشد، منف �تواند نم ey و
√
x٢ + ١ > x اینکه به توجه با

ey =
٢x+

√
۴x٢ + ۴
٢

= x+
√
x٢ + ١,

.sinh−١ x = ln(x+
√
x٢ + ١) ازاین�رو و y = ln(x+

√
x٢ + ١) بنابراین

y = sinh−١ x نمودار ٩.۴ ل ش
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٨۶

داریم صورت این در .y = tanh−١ x کنید فرض ر دی بار

x = tanh y =
ey − e−y

ey + e−y
=
e٢y − ١
e٢y + ١

(−١ < x < ١) =⇒ xe٢y + x = e٢y − ١

=⇒ e٢y =
١ + x

١ − x
=⇒ y =

١
٢
ln
(١ + x

١ − x

)
.

بنابراین
tanh−١ x =

١
٢
ln
(١ + x

١ − x

)
, |x| < ١.

زیر به�صورت آن�را اصل مقدار و محدود را قلمروش ابتدا ،coshمعکوس تعریف برای اما

y = tanh−١ x نمودار ١٠.۴ ل ش

�کنیم م تعریف
Cosh x = cosh x, x ≥ ٠,

�شود م تعریف زیر به�صورت cosh معکوس صورت، این در

y = cosh−١ x⇐⇒ x = Cosh y ⇐⇒ x = cosh y (y ≥ ٠).

داد نشان �توان م
cosh−١ x = ln(x+

√
x٢ − ١), x ≥ ١.



Ho
sse
ini
–A
bd
i

٨٧ آن کاربرد و مشتق

y = cosh−١ x نمودار ١١.۴ ل ش

معکوسهذلولوی توابع مشتق

داریم قسمت این در شده مطرح بحث�های به توجه با

y = sinh−١ x = ln(x+
√
x٢ + ١) ⇒ y′ =

١√
x٢ + ١

,

y = cosh−١ x = ln(x+
√
x٢ − ١) ⇒ y′ =

١√
x٢ − ١

, |x| ≥ ١,

y = tanh−١ x =
١
٢
ln

(
١ + x

١ − x

)
⇒ y′ =

١
١ − x٢ , |x| < ١.

به�صورت coth x تابع تبصره.

cothx =
ex + e−x

ex − e−x

تابع این است. (−∞,−١)∪ (١,+∞) آن برد و R−{٠} تابع این دامنه �شود. م تعریف
داد نشان �توان م و است ی به ی

coth−١ x =
١
٢
ln
(x+ ١
x− ١

)
, |x| > ١.

)بنابراین
coth−١ u

)
=

u′

١ − u٢ , |u| > ١.
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مشتق�گیری قواعد ٣.۴ ٨٨

y = coth−١ x نمودار ١٢.۴ ل ش

پارامتری توابع مشتق

هستند، t پارامتر حسب بر توابع h و g آن در که
{
x = g(t)

y = f(t)
ل ش به دستگاه ی

�آید م بدست زیر صورت به آن مشتق و �نامند م پارامتری معادلات دستگاه

y′ =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
f ′(t)

g′(t)
.

توسط شده توصیف منحن دکارت معادله است ن مم شود حذف y و x بین t پارامتر اگر
نقطه ان م بالا معادلات باشد، زمان t اگر ، فیزی نظر از آید. بدست پارامتری روابط
�آید. م بدست مسیر معادله ان، ام صورت در ،tحذف با . �دهند م نشان را M متحرک

بیابید. را زیر توابع مشتق .٢٠.٣.۴ مثال

(i) f(x) =

{
x = a cos t,

y = b sin t,
, (ii) g(x) =

{
x = tan−١ t,

y = sec t.
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٨٩ آن کاربرد و مشتق

مشتق�گیریضمن ۴.۴

که به�طوری باشد موجود y = f(x) تابع اگر یرید. ب نظر در را F (x, y) = ٠ معادله
ی را F (x, y) = ٠ یا y = f(x) آن�گاه F (x, f(x)) = ٠ ،f قلمرو از x هر به�ازای

از بیش است ن مم F (x, y) = ٠ صورت به معادله ی �نامند. م x از ضمن تابع
معادله مثال، عنوان به نکند. تعریف را تابع هیچ یا کند تعریف را ضمن تابع ی
[−١, ١] بازه در را y = ±

√
٢۵ − x٢ تابع دو حداقل F (x, y) = x٢ + y٢ − ٢۵ = ٠

تعریف را تابع هیچ F (x, y) = x٢ + y٢ + ١ = ٠ معادله �که حال در �کند م تعریف
�کند. نم

را آن�ها حالت این در است. x از مشتق�پذیر تابع دو معرف y٢ = x معادله .١.۴.۴ مثال
آن�ها مشتقات که y٢ = −

√
x و y١ =

√
x از عبارتند توابع این �شناسیم. م صریح به�طور

با x > ٠ به�ازای
y′١ =

١
٢
√
x
, y′٢ = − ١

٢
√
x
,

بدون �توان م را معادله در صادق (x, y) نقطه در y٢ = x منحن شیب ول شده�اند تعریف
y اینکه فرض با y٢ = x معادله طرفین از منظور، بدین یافت. y به نسبت معادله حل

�گیریم: م مشتق است، مشتق�پذیر

٢yy′ = ١ =⇒ y′ =
١
y
,

y١ =
√
x جوابصریح دو هر برای بالا در که مشتق�هایی با عبارت این که �شود م ملاحظه

دارد: مطابقت y٢ = −
√
x و

y′١ =
١

٢y١
=

١
٢
√
x
, y′٢ = − ١

٢y٢
= − ١

٢
√
x
.

بیابید. (٣,−۴) نقطه در را x٢ + y٢ = ٢۵ دایره شیب .٢.۴.۴ مثال
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ضمن مشتق�گیری ۴.۴ ٩٠

.( ضمن مشتق�گیری وسیله به y′ (یافتن تبصره

از استفاده با است، x از تابع y اینکه به توجه با F (x, y) = ٠ معادله طرفین از (الف)
یرید. ب مشتق زنجیری قاعده

Fx + Fyy
′ = ٠;

بر تقسیم با و داشته نگه معادله طرف ی در را y′ کرده، بندی دسته را جملات (ب)
کنید حل y′ به نسبت آن، ضریب

y′ = −Fx

Fy

.

مشتق�گیری برای وقت است. ضعیف خطرات متضمن ضمن به�طور مشتق محاسبه نکته.
است این بر فرض �شود، م استفاده زنجیری قاعده از x به نسبت y شامل معادله ی از
همواره ندارد لزوم �که حال در �کند م تعریف x از مشتق�پذیر تابع عنوان به را y معادله،
.y′ = −x

y
داریم ضمن مشتق�گیری با یرید. ب نظر در را x٢+y٢ = k معادله باشد. چنین

،k > ٠ به�ازای �دهد. م نتیجه ،y ̸= ٠ که منحن از نقطه هر در را منحن شیب فرمول این
محور که نقطه�ای در جز دایره این است.

√
k شعاع و مبدأ مرکز به دایره نمایش فوق معادله

است نقطه ی فقط نمایش معادله ،k = ٠ اگر دارد. متناه شیب �کند، م قط را xها
که حقیق نقطه هیچ ،k < ٠ به�ازای است. معن بی نقطه ی شیب مفهوم مبدأ. یعن

است. معن بی اینجا در y′ لذا ندارد. وجود کند صدق فوق معادله در مختصاتش
آن مستلزم ضمن مشتق�گیری با مفروض معادله ی از y′ محاسبه که که است آن نکته

است. شیب نمایش y′ که نیست

است تابع نمودار است (x٠, y٠) مجاورت در که F (x, y) = ٠ نمودار از بخش تبصره.
و باشد هموار تابع ی F (x, y) اینکه بر مشروط است مشتق�پذیر x٠ در که x از

d

dy
F (x٠, y)

∣∣∣
y=y٠

̸= ٠.

شرط که ،٢y٠ ̸= ٠ �کند م بیان (k > ٠ آن در (که x٢ + y٢ = k دایره در فوق شرط
است. (x٠, y٠) در −

x

y
مشتق وجود

بیابید. (−٢, ١) نقطه در را x٢ + xy + ٢y٣ = ۴ بر مماس خط معادله .٣.۴.۴ مثال
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٩١ آن کاربرد و مشتق

xy = b و x٢ − y٢ = a �های منحن ،b و a ثابت�های به�ازای که دهید نشان مثال۴.۴.۴.
�اند. متقاط قائمه زوایای در

بالاتر مراتب مشتق ۵.۴

جدیدی تابع یریم، ب مشتق f ′(x) از چنانچه است. مفروض y = f(x) مشتق�پذیر تابع

�دهیم. م نمایش d
٢y

dx٢ یا f
′′(x) نماد با و �نامیم م f دوم مرتبه مشتق آن�را که �آید م بدست

بدست f nام مشتق ،f از گرفتن مشتق بار n از پس دهیم، ادامه را گرفتن مشتق فرایند اگر

�دهیم. م نمایش d
ny

dxn
یا f (n)(x) نماد با آن�را که �آید م

f nام مشتق برای را قاعده�ای �توان م تابع ی از گرفتن مشتق بار چند از پس گاه
شود. ثابت ریاض استقرای از استفاده با بایست حدس درست که آورد بدست

این در باشند. مشتق�پذیر nام مرتبه gتا و f توابع کنید فرض لایبنیتس). (فرمول تبصره
داریم صورت

(fg)(n) = f (n)g +

(
n

١

)
f (n−١)g′ + . . .+

(
n

n− ١

)
f ′g(n−١) + fg(n).

لازم شرایط �که صورت در
{
x = f(t),

y = g(t),
پارامتری تابع بالاتر مراتب مشتقات تبصره.

�شوند م محاسبه زیر صورت به باشند، موجود

d٢y

dx٢ =
d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
dt

dx
=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

[f ′(t)]٣
,

و

d٣y

dx٣ =
d

dx

(
d٢y

dx٢

)
=

d

dt

(
d٢y

dx٢

)
dt

dx

=
d

dt

(
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

[f ′(t)]٣

)
١

f ′(t)
.
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بالاتر مراتب مشتق ۵.۴ ٩٢

ضابطه با f حقیق تابع و بوده دلخواه حقیق اعداد c > ٠ و a کنید فرض مثال۵.۴.١.

که کنید تعیین را شرایط شود. تعریف f(x) =
{
xa sin(x−c), x > ٠
٠, x ≤ ٠

باشد. موجود نقاط همه در f دوم مشتق (الف)

باشد. کراندار x = ٠ اطراف در f دوم مشتق (ب)

باشد. پیوسته نقاط همه در f ′′ (پ)

بیابید. را زیر توابع nام مرتبه مشتق .٢.۵.۴ مثال

(i) y = sin(ax+ b), (ii) y =
ax+ b

cx+ d
, (iii) y = x٢eax, (iv) y = x٢ sinx.
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٩٣ آن کاربرد و مشتق



Ho
sse
ini
–A
bd
i

مشتق کاربرد ۶.۴ ٩۴

این در .f ′(x) ̸= ٠ و باشد مشتق�پذیر و ی به ی تابع y = f(x) کنید فرض تبصره.
یا (f−١)′(y) =

١
f ′(x)

صورت،

f ′(x)(f−١)′(f(x)) = ١,

داریم x به نسبت طرفین از گرفتن مشتق با

f ′′(x)(f−١)′(f(x)) + [f ′(x)]٢(f−١)′′(f(x)) = ٠,

بنابراین
(f−١)′′(y) = − f ′′(x)

[f ′(x)]٣
.

.g′′(٢) محاسبه مطلوبست باشد، f(x) = x٣ + x تابع وارون g(x) اگر .٣.۵.۴ مثال

مشتق کاربرد ۶.۴

یا صعودی تابع که بازه�هایی یافتن (مانند مشتق استعمال موارد از برخ قسمت دراین
ی ریشه�های تعداد یافتن توابع، حد محاسبه تابع، ی اکسترمم�های یافتن است، نزول

�كنيم. م بررس را (... و تابع

تابع نوایی ی ١.۶.۴

صورت: این در باشد. مشتق�پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] در f فرضکنید .١.۶.۴ قضیه

است. اکید صعودی [a, b] در f تابع ،f ′(x) > ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به اگر –

است. اکید نزول [a, b] در f تابع ،f ′(x) < ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به اگر –

است. ثابت تابع [a, b] در f تابع ،f ′(x) = ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به اگر –

است. شده آورده ٧.۶.۴ قضیه از بعد قضیه این اثبات
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٩۵ آن کاربرد و مشتق

اکید صعودی f(x) = x٣ مثال، عنوان به زیرا نیست. برقرار ١.۶.۴ قضیه عکس تبصره.
.f ′(٠) = ٠ که حال در است

«≤» و «≥» با به�ترتیب را «<» و «>» علامت�های ،١.۶.۴ قضیه در اگر تبصره.
است. نزول و صعودی به�ترتیب [a, b] روی f آن�گاه کنیم، زین جای

وجود cای ∈ I و f ′(x) = g′(x) باشیم داشته I مانند بازه�ای در x هر برای اگر تبصره.
.f(x) = g(x) داریم ،x ∈ I هر ازای به آن�گاه ،f(c) = g(c) که باشد داشته

کنید. بررس را f(x) =
(
١ +

١
x

)x

تابع نوایی ی وضعیت .١.۶.۴ مثال

تابع يك �نیمم م و ماکزیمم ٢.۶.۴

ماکزیمم c نقطه در f تابع باشد. f تابع دامنه از نقطه�ای c کنید فرض تعریف۶.۴.١.
همسای این از x هر ازای به و باشد تعریفشده c از همسای ی در f هرگاه دارد نسبی

.f(x) ≤ f(c) باشیم داشته
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مشتق کاربرد ۶.۴ ٩۶

دارد. نسبی ماکزیمم c در كه �دهد م نشان را تابع يك نمودار از قسمت ١٣.۴ ل ش

١٣.۴ ل ش

نسبی �نیمم م c نقطه در f تابع باشد. f تابع دامنه از نقطه�ای c فرضکنید تعریف۶.۴.٢.
همسای این از x هر ازای به و باشد شده تعریف c از همسای ی در f هرگاه دارد

.f(x) ≥ f(c) باشیم داشته

دارد. نسبی �نیمم م c در كه �دهد م نشان را تابع يك نمودار از قسمت ١۴.۴ ل ش
�رود. م به�کار دارد، نسبی اكسترمم آن�ها در f تابع که نقاط تعيين در زير قضيه

١۴.۴ ل ش

نقطه این در و داشته نسبی اكسترمم c ∈ Df نقطه در f تابع اگر (فرما). ٢.۶.۴ قضیه
.f ′(c) = ٠ آن�گاه باشد، مشتق�پذیر

است، مشتق�پذیر نقطه این در f چون باشد. f نسبی اکسترمم نقطه c کنید فرض برهان.
داریم پس

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
.
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٩٧ آن کاربرد و مشتق

اگر . منف یا است مثبت یا f ′(c) بنابراین .f ′(c) ̸= ٠ خلف) (فرض کنید فرض اکنون
که به�طوری دارد وجود c از Nδ(c) مانند همسای آن�گاه ،f ′(c) > ٠

∀x ∈ Nδ(c) :
f(x)− f(c)

x− c
> ٠.

f(c) بنابراین .f(x) > f(c) آن�گاه ،x > c اگر و f(x) < f(c) آن�گاه ،x < c اگر یعن
�تواند نم f ′(c)پس است. فرض خلاف این که نسبی؛ �نیمم م نه و است نسبی ماکزیمم نه
فرضخلف نتیجه در باشد. منف �تواند نم f ′(c) �شود م ثابت مشابه طریق به باشد. مثبت

است. برقرار م ح و باطل

�نيمم م و ماكزيمم و بوده مشتق�پذیر c در f اگر كه است اين فرما قضيه هندس تعبير
باشد. داشته افق مماس خط x = c نقطه در بايد y = f(x) نمودار باشد داشته نسبی

ماكزيمم تواند م آن�ها در f که x از مقاديری تنها باشد پذير مشتق تابع يك f اگر تبصره.
f ′(x)است ن مم اما .f ′(x) = ٠ آن�ها در كه هستند نقاط آن باشد داشته نسبی �نيمم م يا
به باشد. نداشته نسبی �نيمم م يا ماكزيمم آن�ها در f ول باشد صفر x از مقاديری ازای به
را f(x) = (x − ٣)۵ تابع مثال، عنوان به نیست. درست فرما قضيه عكس ر دي عبارت
،x < ٣ ازای به ول .f ′(٣) = ٠ نتیجه در f؛ ′(x) = ۵(x − ٣)۴ داریم یرید. ب نظر در
دارد نسبی ماکزیمم نه ٣ در f نتیجه در .f(x) > f(٣) ،x > ٣ ازای به و f(x) < f(٣)

نسبی. �نیمم م نه

كه اين بدون باشد، داشته نسبی �نيمم م يا ماكزيمم نقطه�ای در تابع است ن مم تبصره.
تابع مثال عنوان به باشد. داشته مشتق نقطه آن در

f(x) =

{
٢x− ١, x ≤ ٣
٨ − x, x > ٣

ماکزیمم x = ٣ در f است. شده رسم ١۵.۴ ل ش در تابع اين نمودار یرید. ب نظر در را
ندارد. وجود f ′(٣) لذا ،f ′

+(٣) = −١ و f ′
−(٣) = ٢ چون ول دارد نسبی

نسبی اکسترمم c در f آن�که برای لازم شرط باشد، شده تعريف x = c در f اگر تبصره.
نيست. كاف شرط اين اما نباشد. موجود f ′(c) یا f ′(c) = ٠ که است این باشد، داشته

یا f ′(c) = ٠ هرگاه گویند f تابع بحران نقطه ی را c ∈ Df نقطه .٣.۶.۴ تعریف
باشد. نداشته وجود f ′(c)
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مشتق کاربرد ۶.۴ ٩٨

١۵.۴ ل ش

وجود f ′(٠) چون است، f(x) = |x| تابع بحران نقطه تنها x = ٠ نقطه .٢.۶.۴ مثال
g′(١) = چون هستند، g(x) = x٣ − ٣x تابع بحران نقاط x = ±١ نقاط همچنین ندارد.

.g′(−١) = ٠

بحران نقطه اینکه شدن مشخص برای هستند، نسبی اکسترمم کاندیدای بحران نقاط
بیان ذیلا که دوم، مشتق و اول مشتق آزمون�های از است، اکسترمم انواع از ی کدام

�کنیم. م استفاده �شود، م

در f کنید فرض نسبی). اکسترمم�های شناسایی برای اول مشتق (آزمون ٣.۶.۴ قضیه
یاشد. مشتق�پذیر ،c خود در احتمالا به�جز ،c از همسای ی در و پیوسته c بحران نقطه

صورت: این در

منف f ′ ،c از راست همسای ی در و مثبت f ′ ،c از چپ همسای ی در اگر –
است. نسبی ماکزیمم نقطه ی c باشد،

مثبت f ′ ،c از راست همسای ی در و منف f ′ ،c از چپ همسای ی در اگر –
است. نسبی �نیمم م نقطه ی c باشد،

نیست. نسبی �نیمم م یا ماکزیمم c آن�گاه ندهد، علامت تغییر c در f ′ اگر –

ثابت مشابه به�طور قضیه دوم (قسمت �کنیم م ثابت را قضیه اول قسمت ابتدا برهان.
،١.۶.۴ قضیه به بنا باشد، مثبت (a, c) مانند ،c از چپ همسای در f ′ اگر �شود.). م
.f(x) < f(c) داریم x ∈ [a, c) هر برای بنابراین است. اکید صعودی [a, c] روی f تابع
روی f تابع ،١.۶.۴ قضیه به بنا باشد، منف (c, b) مانند ،c از راست همسای در f ′ اگر
به بنا نتیجه در .f(x) > f(c) داریم x ∈ (c, b] هر برای بنابراین است. اکید نزول [c, b]
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٩٩ آن کاربرد و مشتق

دارد. نسبی ماکزیمم x = c در f نسبی، ماکزیمم تعریف
روی f ندهد، علامت تغییر x = c در f ′ اگر �کنیم. م ثابت را قضیه سوم قسمت اکنون
(اگر اکید صعودی همیشه یا باشد) f ′(x) < ٠ (اگر است اکید نزول همیشه یا دامنه�اش

نسبی. �نیمم م نه است نسبی ماکزیمم نه f(c) بنابراین .(f ′(x) > ٠

است. شده داده نشان ٣.۶.۴ قضیه مختلف حالات ،١۶.۴ ل ش در

١۶.۴ ل ش

به�دست را f(x) = ٢x١−٣۵x٣+٢۶x−٢۵ تابع نسبی �نیمم م و ماکزیمم مثال۶.۴.٣.
کنید. مشخص است، نزول یا صعودی تابع آن در که را بازه�هایی همچنین بیاورید.
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٠٠

تابع برای را ٣.۶.۴ مثال .۴.۶.۴ مثال

f(x) =

{
−٣x+ ۵ , x ≥ ٢
x٢ − ۵ , x < ٢

دهید. انجام

نقطه c کنید فرض نسبی). اکسترمم�های شناسایی برای دوم مشتق (آزمون ۴.۶.۴ قضیه
این در باشند. داشته وجود c از همسای ی در f ′′ و f ′ و f ′(c) = ٠ ،f تابع بحران

صورت:

است. نسبی ماکزیمم نقطه ی c آن�گاه ،f ′′(c) < ٠ اگر –

است. نسبی �نیمم م نقطه ی c آن�گاه ،f ′′(c) > ٠ اگر –

است. بی�نتیجه آزمون ،f ′′(c) = ٠ اگر –

ثابت مشابه به�طور قضیه دوم (قسمت �کنیم م ثابت را قضیه اول قسمت ابتدا برهان.
داریم بنابراین باشد. f ′′(c) < ٠ و f ′(c) = ٠ با f بحران نقطه c کنید فرض �شود.). م

٠ > f ′′(c) = lim
x→c

f ′(x)− f ′(c)

x− c

= lim
x→c

f ′(x)

x− c
.
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١٠١ آن کاربرد و مشتق

این از x هر ازای به که به�طوری دارد وجود (a, b) مانند c از همسای ی بنابراین
داریم همسای

f ′(x)

x− c
< ٠.

،x ∈ (c, b) هر ازای به و f ′(x) > ٠ داریم ،x ∈ (a, c) هر ازای به که �دهد م نشان این
است. نسبی ماکزیمم نقطه ی c نقطه ،٣.۶.۴ قضیه به بنا نتجه در .f ′(x) < ٠ داریم
ول ،f ′′(c) = ٠ آن�ها برای که �زنیم م مثال مختلف توابع قضیه، سوم قسمت اثبات برای
�نیمم م نقطه x = ١ ، واق در باشد. داشته متفاوت وضعیت مختلف توابع این برای c
و است g(x) = −(x− ١)۴ تابع برای نسبی ماکزیمم ،f(x) = (x− ١)۴ تابع برای نسبی

داریم که حال در نیست. h(x) = (x− ٣(١ تابع برای نسبی اکسترمم نقطه این

f ′(١) = f ′′(١) = g′(١) = g′′(١) = h′(١) = h′′(١) = ٠.

بیابید. را f(x) = ٢x٣ + ٣x٢ − ١٢x+ ۵ تابع نسبی اکسترمم نقاط .۵.۶.۴ مثال

مطلق ماکزیمم نقطه c باشند. f تابع دامنه از نقاط d و c کنید فرض .۴.۶.۴ تعریف
نقطه d مشابه، به�طور .f(x) ≤ f(c) باشیم داشته x ∈ Df هر ازای به هرگاه است f تابع

.f(x) ≥ f(d) باشیم داشته x ∈ Df هر ازای به هرگاه است f تابع مطلق �نیمم م

دارد. اکسترمم a در f گوييم باشد، داشته �نيمم م يا ماكزيمم a در f تابع اگر
نقاط در �تواند م مقدار این ول باشد، داشته مطلق اکسترمم ی حداکثر �تواند م تابع ی
ل ش به نقطه هر در که است مطلق ماکزیمم دارای f(x) = sinx تابع دهد. رخ بسیار
مطلق اکسترمم مقادیر تابع ی ندارد لزوم البته �دهد. م رخ x =

π

٢
+ ٢nπ (n ∈ Z)

به�طور �شود م نزدی صفر به راست از x وقت f(x) = ١
x
تابع مثال، عنوان به باشد. داشته

ن مم کراندار تابع ی حت ندارد. متناه مطلق ماکزیمم لذا �گردد. م بزرگ دلخواه
(٠, ١) باز بازه دامنه با g(x) = x تابع باشد. نداشته مطلق �نیمم م یا ماکزیمم مقدار است
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٠٢

این در عدد �ترین کوچ و بزرگ�ترین و است (٠, ١) بازه نیز g برد ندارد. را ی هیچ
مطلق ماکزیمم هم g دهیم، توسیع [٠, ١] بسته بازه به را g دامنه اگر البته ندارد. وجود بازه

داشت. خواهد g(٠) مطلق �نیمم م هم و g(١)

ماكزيمم ابتدا ،[a, b] بسته بازه در f تابع مطلق �نيمم م و ماكزيمم كردن پيدا برای تبصره.
و a نقاط در را تابع مقدار سپس �كنيم م پيدا فاصله اين در را تابع نسبی �نيمم�های م و
است بزرگتر همه از كه آن �كنيم. م مقايسه نسبی �نيمم�های م و ماكزيمم با و محاسبه b

بود. خواهد f مطلق �نيمم م است تر كوچ همه از كه آن و مطلق ماكزيمم

مقادیر یرید. ب نظر در را x ∈ [−٢, ٢] با f(x) = ٣x− ٢x٢ − ۴
٣
x٣ تابع .۶.۶.۴ مثال

بیابید. را f تابع مطلق اکسترمم

سازی بهینه ٣.۶.۴

ما هدف که مفهوم این به است. بهینه�سازی مطلق، اکسترمم محاسبه کاربردهای از ی
که است این بهینه�سازی مسایل حل برای کل روش است. کمیت ی اکسترمم یافتن
تابع، دامنه یافتن از پس و بنویسیم متغیر ی حسب بر را شود اکسترمم باید که تابع

کنیم. محاسبه را تابع مطلق اکسترمم

مشترکاً که کرده�اند توافق هستند، واق رودخانه�ای طرف ی در که شهر دو مثال۶.۴.٧.
دو توسط آن�را و کنند بنا رودخانه کنار در منطقه�ای در آب خانه تصفیه و موتورخانه ی
شهر دو فاصله هرگاه .(١٧.۴ ل ش (مطابق نمایند متصل شهر دو به جداگانه لوله�کش
به شهرها این اتصال برای لازم لوله حداقل باشد، c هم از آن�ها فاصله و b و a رودخانه از

است؟ چقدر خانه تصفیه
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١٠٣ آن کاربرد و مشتق

١٧.۴ ل ش
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٠۴

در محاط مستطیل�های کلیه میان از است. مفروض R شعاع به دایره ی .٨.۶.۴ مثال
باشد. داشته را مساحت بیشترین که بیابید را مستطیل ابعاد دایره، این

١٨.۴ ل ش

عطف نقطه و تحدب تقعر، ۴.۶.۴

بالا) سمت به (تقعر مقعر x = a نقطه در را y = f(x) تابع نمودار .۵.۶.۴ تعریف
داشته وجود a نقطه محذوف همسای ی ثانیاً و باشد موجود f ′(a) اولا هرگاه: گویند
بر مماس خط بالای در (x, f(x)) نقطه همسای این از x هر ازای به که به�طوری باشد

باشد. واق (a, f(a)) نقطه در منحن
باشد. مقعر بازه آن نقاط تمام در هرگاه گوییم مقعر بازه ی در را y = f(x) تابع نمودار

�دهد. م نشان است، Mمقعر نقطه در كه را منحن يك نمودار از قسمت ،١٩.۴ ل ش

پایین) سمت به (تقعر محدب x = b نقطه در را y = f(x) تابع نمودار تعریف۶.۶.۴.
داشته وجود b نقطه محذوف همسای ی ثانیاً و باشد موجود f ′(a) اولا هرگاه: گویند
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١٠۵ آن کاربرد و مشتق

١٩.۴ ل ش

بر مماس خط پایین در (x, f(x)) نقطه همسای این از x هر ازای به که به�طوری باشد
باشد. واق (b, f(b)) نقطه در منحن

محدب بازه آن نقاط تمام در هرگاه گوییم محدب بازه ی در را y = f(x) تابع نمودار
باشد.

�دهد. م نشان Nمحدباست، نقطه در كه را منحن يك نمودار از قسمت ،٢٠.۴ ل ش

٢٠.۴ ل ش

صورت: این در باشد. مشتق�پذیر بار دو (a, b) بازه در f تابع کنید فرض .۵.۶.۴ قضیه

مقعر بازه این در f آن�گاه ،f ′′(x) ≥ ٠ باشیم داشته ،x ∈ (a, b) هر ازای به اگر –
است.

محدب بازه این در f آن�گاه ،f ′′(x) ≤ ٠ باشیم داشته ،x ∈ (a, b) هر ازای به اگر –
است.
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٠۶

در تابع مشتق اولا هرگاه: گویند f تابع عطف نقطه را (c, f(c)) نقطه تعریف۶.۴.٧.
به�طوری باشد داشته وجود c نقطه محذوف همسای ی ثانیاً و باشد داشته وجود c نقطه

دهد. علامت تغییر c حول همسای این در f دوم مشتق که

مماس خط و پیوسته f عطف، نقطه در که �کند م بیان ٧.۶.۴ تعریف اول شرط تبصره.
عطف، نقطه در که �گیریم م نتیجه تعریف این دوم شرط از و دارد وجود آن منحن بر

�شود. م عوض منحن تقعر جهت
عطف نقاط جزء منحن زاویه�دار یا گوشه�دار نقاط �شود م نتیجه تعریف این از همچنین،

�شوند. نم محسوب تابع

از ،c در f نمودار بر مماس خط هرگاه است عطف نقطه طول c ، هندس نظر از تبصره.
x = ٠ نقطه است. شده رسم h و g ،f تابع سه نمودار ٢١.۴ ل ش در کند. عبور f نمودار
دو در g تابع تقعر اگرچه ول است. عطف نقطه است، بحران نقطه ی که h و f برای
x = a نقطه لذا ندارد، مماس نقطه این در نمودارش ول است مخالف x = a نقطه طرف

نیست. عطف نقطه g برای

٢١.۴ ل ش

آن�ها در f ′′ که نقاط یعن f ′ بحران نقاط باید ،f عطف نقاط تعیین برای تبصره.
مماس دارای f نقطه، این در اگر حال کنیم. مشخص را �شود م صفر یا نیست موجود

بود. خواهد عطف نقطه طول f برای نظر مورد نقطه دهد، علامت تغییر f ′′ و باشد

کنید. مشخص را f(x) = ٣x٢ − ٢
x٣ تابع عطف نقاط .٩.۶.۴ مثال
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١٠٧ آن کاربرد و مشتق

ميانگين و رل قضايای ۵.۶.۴

(a, b) باز بازه در و پیوسته [a, b] بسته بازه در f تابع اگر رل). (قضیه ۶.۶.۴ قضیه
دارد وجود (a, b) بازه در c مانند نقطه�ای صورت این در .f(a) = f(b) و باشد مشتق�پذیر

.f ′(c) = ٠ که به�طوری

�گیریم: م نظر در حالت دو برهان.
،x ∈ (a, b) هر ازای به حالت این در باشد؛ ثابت تابع [a, b] در f تابع کنیم فرض ابتدا
گرفت نظر در c عنوان به �توان م را (a, b) در دلخواه عدد هر بنابراین .f ′(x) = ٠ داریم

�شود. م ثابت م ح حالت این در و
[a, b] روی f چون حالت، این در نباشد؛ ثابت تابع [a, b] در f تابع کنیم فرض حال
کنید فرض �کند. م اختیار را خود مطلق �نیمم م و ماکزیمم فاصله این در است، پیوسته
ثابت [a, b] در f چون باشند. [a, b] در f مطلق �نیمم م و ماکزیمم نقاط به�ترتیب c٢ و c١
حداقل که �شود م نتیجه ،f(a) = f(b) چون طرف از .f(c١) ̸= f(c٢) بنابراین نیست،
ماکزیمم نقطه c١ پس .c١ ∈ (a, b) کنید فرض دارند. قرار (a, b) در c٢ و c١ نقاط از ی

�شود. م ثابت م ح و f ′(c١) = ٠ نتیجه در دارد، وجود (a, b) در f ′ چون و f نسبی

�کند م صدق رل قضيه شرايط در كه است شده داده نشان تابع نمودار ،٢٢.۴ ل ش در
دارد. وجود افق مماس خط c٣ و c٢ ،c١ نقاط در و

٢٢.۴ ل ش

بعض ازای به دهید نشان .a٠ +
a١

٢
+
a٢

٣
+ · · · + an

n+ ١
= ٠ اگر .١٠.۶.۴ مثال

داریم [٠, ١] بازه در x مقادیر

a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n = ٠.
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٠٨

معادله است. متمایز ریشه سه دارای و مشتق�پذیر بار دو R در f تابع .١١.۶.۴ مثال
دارد؟ جواب چند f ′′(x) = ٠

n + ١ حداکثر دارای تابع آن باشد، متمایز ریشه n دارای تابع ی مشتق اگر تبصره.
بود. خواهد متمایز ریشه

ریشه�های تعداد حداکثر یافتن رل، قضیه کاربردهای از ی اخیر، تبصره به توجه با
را تابع ریشه�های تعداد کنیم، تلفیق میان مقدار قضیه با را آن اگر به�ویژه و است تابع ی

کرد. کراندار �توان م

دارد؟ ریشه چند x۴ − ۴x− ١ = ٠ معادله .١٢.۶.۴ مثال

[a, b] بسته بازه در f تابع کنید فرض (لاگرانژ)). میانگین مقدار (قضیه ٧.۶.۴ قضیه
وجود c ∈ (a, b) مانند نقطه�ای صورت این در باشد. مشتق�پذیر (a, b) باز بازه در و پیوسته

که به�طوری دارد
f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

به�صورت را ϕ تابع برهان.

ϕ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
x

داریم و است مشتق�پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] در ϕ تابع �کنیم. م تعریف

ϕ(a) = ϕ(b) =
bf(a)− af(b)

b− a
.
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١٠٩ آن کاربرد و مشتق

یا و ϕ′(c) = ٠ که به�طوری دارد وجود c ∈ (a, b) مانند نقطه�ای رل، قضیه به بنا پس

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

در نقطه ی حداقل که �کند م تضمین میانگین مقدار قضیه ، هندس نظر از تبصره.
واصل خط شیب با برابر نقطه آن در منحن بر مماس که به�طوری دارد وجود (a, b) بازه

است. (b, f(b)) و (a, f(a))

٢٣.۴ ل ش

�کنیم: م ثابت را ١.۶.۴ قضیه میانگین، مقدار قضیه از استفاده با حال

x١ < x٢ با [a, b] از متمایز و دلخواه نقطه دو x٢ و x١ کنید فرض .١.۶.۴ قضیه برهان
قضیه به بنا پس است، مشتق�پذیر (x١, x٢) در و پیوسته [x١, x٢] بازه در f تابع چون باشند.

که به�طوری دارد وجود c ∈ (x١, x٢) مانند نقطه�ای میانگین، مقدار

f ′(c) =
f(x٢)− f(x١)

x٢ − x١
. (٢.۴)

اگر: حال

نتیجه (٢.۴) از و f ′(c) > ٠ صورت این در ،f ′(x) > ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به –
است. اکید صعودی f تابع حالت این در لذا و ،f(x٢) > f(x١) �شود م

نتیجه (٢.۴) از و f ′(c) < ٠ صورت این در ،f ′(x) < ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به –
است. اکید نزول f تابع حالت این در لذا و ،f(x٢) < f(x١) �شود م
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١١٠

نتیجه (٢.۴) از و f ′(c) = ٠ صورت این در ،f ′(x) = ٠ ،x ∈ (a, b) هر ازای به –
است. ثابت f تابع حالت این در لذا و ،f(x٢) = f(x١) �شود م

.sinx < x دهید نشان ،x > ٠ ازای به .١٣.۶.۴ مثال

.
√

١ + x < ١ +
x

٢
دهید نشان ،−١ ≤ x < ٠ و x > ٠ ازای به .١۴.۶.۴ مثال

باشد. موجود I بر f ′′ یعن باشد، مشتق�پذیر بار دو I بازه بر f فرضکنید مثال١۵.۶.۴.
نشان .f(٢) = ١ و f(٠) = f(١) = ٠ و بوده I به متعلق ٢ و ٠ نقاط کنید فرض همچنین

دهید:

f؛ ′(a) =
١
٢
،I در a مانند نقطه�ای ازای به الف)

f؛ ′′(b) >
١
٢
،I در b مانند نقطه�ای ازای به ب)

.f ′(c′) =
١
٧
،I در c′ مانند نقطه�ای ازای به پ)
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١١١ آن کاربرد و مشتق
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١١٢

در g و f تابع کنید فرض .(( (کوش یافته تعمیم میانگین مقدار (قضیه ٨.۶.۴ قضیه
مانند نقطه�ای صورت این در باشند. مشتق�پذیر (a, b) باز بازه در و پیوسته [a, b] بسته بازه

که به�طوری دارد وجود c ∈ (a, b)

f ′(c)(g(b)− g(a)) = g′(c)(f(b)− f(a)).

صورت به بالا عبارت ،g′(c) ̸= ٠ و g(b)− g(a) ̸= ٠ که حالت در

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

�شود. م بازنویس

�کند م صدق رل قضیه شرایط در g تابع این�صورت در ،g(b) − g(a) = ٠ اگر برهان.
حالت این در بنابراین .g′(c) = ٠ که به�طوری دارد وجود c ∈ (a, b) مانند نقطه�ای لذا و
قضیه ،f ′(c)(g(b) − g(a)) = g′(c)(f(b) − f(a)) تساوی طرف دو بودن صفر برابر با

است. برقرار
به�صورت را ϕ تابع و g(b)− g(a) ̸= ٠ �کنیم م فرض حال

ϕ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g(x)

داریم و است مشتق�پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] در ϕ تابع �کنیم. م تعریف

ϕ(a) = ϕ(b) =
f(a)g(b)− f(b)g(a)

g(b)− g(a)
.

یا و ϕ′(c) = ٠ که به�طوری دارد وجود c ∈ (a, b) مانند نقطه�ای رل، قضیه به بنا پس

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

تبدیل میانگین مقدار قضیه به قضیه این باشد، همان تابع g کوش قضیه در اگر تبصره.
�شود. م

مانند نقطه ی حداقل که �کند م تضمین میانگین مقدار قضیه ، هندس نظر از تبصره.
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١١٣ آن کاربرد و مشتق

معادلات دستگاه نمودار از (f(c), g(c)) نقطه در که به�طوری دارد وجود (a, b) بازه در c
}پارامتری

x = f(t)

y = g(t)

است. B(f(b), g(b)) و A(f(a), g(a)) واصل خط موازی منحن بر مماس خط

٢۴.۴ ل ش

است. مشتق�پذیر (a, b) روی و پیوسته ٠ ≤ a با [a, b] بازه روی f تابع .١۶.۶.۴ مثال
که به�طوری دارند وجود (a, b) بازه در c٢ و c١ اعداد دهید نشان

f ′(c١) = (a+ b)
f ′(c٢)

٢c٢
.

تقریباتخط ۶.۶.۴

هر از بهتر P (a, f(a)) نقطه در را آن رفتار x = a در y = f(x) تابع نمودار بر مماس
نقطه از y = f(x) منحن با جهت هم زیرا �کند، م توصیف P نقطه بر مار مستقیم خط

ببینید.) را ٢۵.۴ ل (ش �گذرد. م P
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١١۴

٢۵.۴ ل ش

به�صورت که L(x) مانند است تابع x = a حول f تابع خط تقریب

L(x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

�شود. م تعریف

به�صورت خط تقریب ،x = ٠ نقطه حول f(x) =
√

١ + x تابع برای .١٧.۶.۴ مثال

L(x) = f(٠) + f ′(٠)(x− ٠) = ١ +
x

٢
,

به�صورت خط تقریب x =
١
٢
حول g(x) =

١
x
تابع برای و

L(x) = g(
١
٢
) + g′(

١
٢
)(x− ١

٢
) = ۴ − ۴x,

�آیند. م به�دست

√
٢۶ مقدار برای تقریبی ، خط تقریب از استفاده با بخواهیم کنید فرض مثال۶.۴.١٨.
به�صورت f(x) برای x = ٢۵ حول خط تقریب ،f(x) = √

xتعریف با آوریم. به�دست

L(x) = ۵ +
١
١٠

(x− ۵),

، یعن بود، خواهد
√

٢۶ برای تقریبی L(٢۶) مقدار که بود خواهد

√
٢۶ ≈ L(٢۶) = ۵٫ ١.
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١١۵ آن کاربرد و مشتق

خطا تحلیل

صورت به خطا تقریب ی در

خطا = واقع −مقدار تقریبی مقدار

�شود. م تعریف
کنیم، استفاده x = a حول f(x) سازی خط از x = a مجاورت در f تقریب برای اگر

از یعن
f(x) ≈ L(x) = f(a) + f ′(a)(x− a),

بود خواهد زیر به�صورت �دهیم، م نشان E(x) با که تقریب، این خطای آن�گاه

E(x) = f(x)− L(x)

= f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a).

است. a نقطه در نمودار بر مماس خط و f نمودار بین x در عمودی فاصله ،E(x) مقدار
ل (ش است کوچ a و x بین افق فاصله با مقایسه در E(x) باشد، a نزدی x اگر

ببینید.). را ٢۶.۴

٢۶.۴ ل ش

شامل بازه�ای در t هر ازای به f ′′(t) هرگاه سازی). خط برای خطا ٩.۶.۴(فرمول قضیه
خطای که به�طوری دارد وجود x و a بین ξ مانند نقطه�ای آن�گاه باشد، موجود x و a
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١١۶

خط تقریب در E(x) = f(x)− L(x)

f(x) ≈ L(x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

رابطه در
E(x) =

f ′′(ξ)

٢
(x− a)٢

�کند. م صدق

،E(t) = f(t) − f(a) − f ′(a)(t − a) اینکه به توجه با .a < x کنید فرض برهان.
نوشت �توان م

E ′(t) = f ′(t)− f ′(a).

به�کار [a, x] بازه بر (t− a)٢ و E(t) تابع دو هر برای را یافته تعمیم میانگین مقدار قضیه
به که به�طوری دارد وجود (a, x) در c مانند عددی ،E(a) = ٠ اینکه به توجه با �گیریم. م

،(a, c) در ξای ازای

E(x)

(x− a)٢
=

E(x)− E(a)

(x− a)٢ − (a− a)٢

=
E ′(c)

٢(c− a)

=
f ′(c)− f ′(a)

٢(c− a)
=

١
٢
f ′′(ξ).

لذا است. [a, c] در f ′(t) تابع بر میانگین مقدار قضیه مجدد اعمال حاصل آخر تساوی

E(x) =
١
٢
f ′′(ξ)(x− a)٢.

به راج مفیدی اطلاعات که هستند ٩.۶.۴ قضیه از سرراست نتایج زیر، نتیجه سه
�دهند. م به�دست تقریب این بهبود حت و خط تقریب خطای

همیشه یا مثبت (همیشه باشد داشته ثابت علامت x و a بین f ′′(t) هرگاه .١٠.۶.۴ نتیجه
هرگاه دارد. را علامت همان f(x) ≈ L(x) خط تقریب در E(x) خطای آن�گاه ،( منف
باشیم داشته x و a بین هرگاه .f(x) > L(x) آن�گاه f ′′(t) > ٠ باشیم داشته x و a بین

.f(x) < L(x) آن�گاه ،f ′′(t) < ٠
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١١٧ آن کاربرد و مشتق

آن�گاه ،|f ′′(t)| < k باشیم داشته ،x و a بین t هر ازای به f ′′(t) هرگاه .١١.۶.۴ نتیجه

.|E(x)| < k

٢
(x− a)٢

آن در (که M < f ′′(t) < N در x و a بین t هر ازای به f ′′(t) هرگاه .١٢.۶.۴ نتیجه
آن�گاه کند، صدق هستند) ثابت اعداد N و M

L(x) +
M

٢
(x− a)٢ < f(x) < L(x) +

N

٢
(x− a)٢.

شامل بازه این میان نقطه وسیله به f(x) از بهتری تقریب باشند، هم�علامت N و M اگر
�آید م به�دست f(x)

f(x) ≈ L(x) +
M +N

۴
(x− a)٢

است کمتر بازه طول نصف از خطا تقریب این در

|خطا| < N −M

۴
(x− a)٢.

با کنید. تعیین را
√

٢۶ ≈ ۵٫ ١ تقریب در خطا اندازه تخمین و علامت .١٩.۶.۴ مثال
باشد.

√
٢۶ شامل مطمئناً که آورید به�دست بازه�ای این�ها، از اسفاده
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١١٨

تیلور چندجمله�ای ٧.۶.۴

،P١(x) = L(x) = f(a)+f ′(a)(x−a) خط تابع یعن ،x = a حول f تابع سازی خط
�کند، م توصیف بهتر ر دی ی درجه چندجمله�ای هر از x = aمجاورت در را f(x) رفتار

دارند. مشتق ی و مقدار ی x = a در f و P١ دوی هر زیرا

P١(a) = f(a), P ′
١(a) = f ′(a).

�توان م x = a در بیشتر مشتقات سازش و بالاتر و دو درجه چندجمله�ای�های از استفاده با
مشتق�پذیر بار دو x = aمجاورت در f اگر مثلا آورد. به�دست f(x) برای بهتری تقریبات

دو درجه چندجمله�ای باشد،

P٢(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢
(x− a)٢

در
P٢(a) = f(a), P ′

٢(a) = f ′(a), P ′′
٢ (a) = f ′′(a)

ر دی دو درجه چندجمله�ای هر از بهتر را x = a مجاورت در f تابع رفتار و کرده صدق
داراست. را n مرتبه تا متوال مشتقات همه که باشد تابع f کنید فرض �کند. م توصیف

که به�طوری بیابیم n درجه از Pn(x) مانند چندجمله�ای ی �خواهیم م

Pn(a) = f(a), P ′
n(a) = f ′(a), . . . , P (n)

n (a) = f (n)(a). (٣.۴)

صورت این در .Pn(x) = a٠ + a١(x− a) + · · ·+ an(x− a)n کنید فرض

Pn(a) = a٠

P ′
n(a) = a١ + ٢a٢(x− a) + · · ·+ nan(x− a)n−١

P ′′
n (a) = ٢a٢ + ۶a٣(x− a) + · · ·+ n(n− ١)an(x− a)n−٢

P (n)
n (a) = n!an.

باشیم داشته بایست باشد، برقرار (٣.۴) تساوی�های اینکه برای

a٠ = f(a), a١ =
f ′(a)

١!
, a٢ =

f ′′(a)

٢!
, an =

f (n)(a)

n!
.
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١١٩ آن کاربرد و مشتق

به�صورت Pn(x) چندجمله�ای لذا

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

١!
(x− a) +

f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

�آید. م به�دست

Pn(x) = f(a)+
f ′(a)

١!
(x−a)+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n چندجمله�ای تعریف۶.۴.٨.

گویند. a نقطه در f تابع برای n درجه از تیلور چندجمله�ای را

به�صورت x = a نقطه در ex تابع برای n درجه از تیلور چندجمله�ای .٢٠.۶.۴ مثال

Pn(x) = ea +
ea

١!
(x− a) +

ea

٢!
(x− a)٢ + · · ·+ ea

n!
(x− a)n

است.

Rn(x) اگر برابرند. هم با تقریباً a نزدی نقاط و a نقطه در Pn(x) و f(x) مقادیر
�توان م زیر قضیه از آن�گاه ،Rn(x) = f(x)−Pn(x) یعن باشد، Pn(x) و f(x)اختلاف
به�دست f(x) = Pn(x) + Rn(x) ل ش به f(x) مقدار بنابراین آورد. به�دست را Rn(x)

�آید. م

a شامل بازه�ای در t هر ازای به f +n)ام ١) مشتق هرگاه تیلور). (قضیه ١٣.۶.۴ قضیه
صورت به �توان م همسای این از نقطه هر در را f تابع آن�گاه باشد، موجود x و

f(x) = Pn(x) +Rn(x)

آن در که نوشت،

Pn(x) =
n∑

k=٠

f (k)(a)

k!
(x− a)k

و
Rn(x) =

f (n+١)(ξ)

(n+ ١)!
(x− a)n+١

است. x و a بین نقطه�ای ξ و

چندجمله�ای را Pn(x) تیلور، فرمول را f(x) = Pn(x) + Rn(x) ،١٣.۶.۴ قضیه در
�نامند. م لاگرانژ �مانده باق را Rn(x) و تیلور
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٢٠

نشان باشد. f(x) ≈ Pn(x)تقریب خطای Rn(x) = f(x)−Pn(x) کنید فرض برهان.
�دهیم م

Rn(x) =
f (n+١)(ξ)

(n+ ١)!
(x− a)n+١.

�دهیم: م انجام n روی استقرا به را اثبات
داریم n = ٠ ازای به

f(x) = P٠(x) +R٠(x) = f(a) +R٠(x).

که به�طوری دارد وجود x و a بین X مانند نقطه�ای میانگین، مقدار قضیه به بنا طرف از

f ′(X) =
f(x)− f(a)

x− a
.

�شود م نتیجه اخیر معادله دو از

R٠(x) =
f ′(X)

١!
(x− a).

k ≥ ١ برای n = k − ١ ازای به م ح کنید فرض حال است. برقرار استقرا آزمون پس
که به�طوری دارد وجود x و a بین X مانند عددی یعن باشد، برقرار

Rk−١(x) =
f (k)(X)

k!
(x− a)k.

حالت (اثبات a < x کنید فرض است. برقرار نیز n = k ازای به م ح که �دهیم م نشان
(t−a)k+١ Rk(t)و توابع برای را یافته تعمیم میانگین مقدار قضیه است). مشابه نیز x < a

دارد وجود (a, x) بازه در cای بنابراین ،Rk(a) = ٠ چون �گیریم. م به�کار [a, x] بازه روی
که به�طوری

Rk(x)

(x− a)k+١ =
Rk(x)−Rk(a)

(x− a)k+١ − (a− a)k+١ =
R′

k(c)

(k + ١)(c− a)k

داریم و

R′
k(c) = f ′(c)− f ′(a)− f ′′(a)(c− a)− · · · − f (k)(a)

(k − ١)!
(c− a)k−١.
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١٢١ آن کاربرد و مشتق

فرضاستقرا به بنا نتیجه در و است f(t)به�جای f ′(t) تابع برای Rk−١(c) همان آخر عبارت
با است برابر

(f ′)(k)(X)

k!
(c− a)k =

f (k+١)(X)

k!
(c− a)k,

بنابراین .c و a بین Xای ازای به

Rk(x) =
f (k+١)(X)

(k + ١)!
(x− a)k+١,

است. کامل استقرا اثبات و

مشتقاتش و f(x) = √
x مقادیر مبنای بر را

√
٢۶ به دو درجه تیلور تقریب مثال۶.۴.٢١.

√
٢۶ شامل مطمئناً که کنید مشخص را بازه�ای و زده تخمین را خطا اندازه بیابید. ٢۵ در

باشد.

اگر f(x) = O(u(x)) گوییم ،x→ a وقت بزرگ). O (نماد تعریف۶.۴.٩

|f(x)| ≤ k|u(x)|

باشد. برقرار x = a شامل بازی بازه بر k مانند ثابت ازای به
،x → a وقت اگر f(x) = g(x) + O(u(x)) گوییم ،x → a وقت نحو، همین به

یا f(x)− g(x) = O(u(x))

|f(x)− g(x)| ≤ ku(x).
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٢٢

.| sinx| ≤ |x| صفر مجاورت در زیرا ،sinx = O(x) ،x→ ٠ وقت مثال، عنوان به

خواصOبزرگ

،c ثابت هر ازای به آن�گاه ،f(x) = O(u(x)) باشیم داشته ،x → a وقت هرگاه –
.cf(x) = O(u(x)) ،x→ a وقت

باشیم داشته ،x → a وقت و f(x) = O(u(x)) باشیم داشته ،x → a وقت هرگاه –
.f(x)± g(x) = O(u(x)) ،x→ a وقت آن�گاه g(x) = O(u(x))

،f(x) = O((x − a)ku(x)) باشیم داشته ،x → a وقت ،k ثابت ازای به هرگاه –

. f(x)

(x− a)k
= O(u(x)) ،x→ a وقت آن�گاه

و داشته وجود x و a شامل بازه�ای بر f (n+١)(t) اگر �کند م بیان تیلور قضیه تبصره.
f(x) = Pn(x)+ ،x→ a وقت آن�گاه باشد، x = a حول f(x) تیلور چندجمله�ای Pn(x)

را f(x) تابع ،Pn(x) تیلور چندجمله�ای اینکه به راج است م ح این .O((x− a)n+١)

چندجمله�ای فقط که �دهد م نشان زیر قضیه �زند. م تقریب دقیق چقدر x = aمجاورت در
�زند. م تقریب دقت این به را f(x) تابع ،Pn(x) تیلور

،f(x) = Qn(x) + O((x − a)n+١) باشیم داشته ،x → a وقت هرگاه .١۴.۶.۴ قضیه
.Qn(x) = Pn(x) آن�گاه است، n حداکثر درجه از چندجمله�ای ی Qn(x) آن در که

است. x = a حول f(x) تیلور چندجمله�ای Qn(x) یعن

:x = حول٠ مقدمات تابع چند تیلور فرمول�های

١
١ − x

= ١ + x+ x٢ + · · ·+ xn +O(xn+١)

ln(١ + x) = x− x٢

٢
+
x٣

٣
− · · ·+ (−١)n−١x

n

n
+O(xn+١)

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+ · · ·+ xn

n!
+O(xn+١)

cos x = ١ − x٢

٢!
+
x۴

۴!
− · · ·+ (−١)n

x٢n

(٢n)!
+O(x٢n+٢)

sinx = x− x٣

٣!
+
x۵

۵!
− · · ·+ (−١)n

x٢n+١

(٢n+ ١)!
+O(x٢n+٣)

tan−١ x = x− x٣

٣
+
x۵

۵
− · · ·+ (−١)n

x٢n+١

٢n+ ١
+O(x٢n+٣)
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١٢٣ آن کاربرد و مشتق

بیابید. را x = ٠ حول coshx به مربوط ٢n درجه تیلور چندجمله�ای .٢٢.۶.۴ مثال

تیلور چندجمله�ای از را x = ١ حول e٢x برای ٣ درجه تیلور چندجمله�ای .٢٣.۶.۴ مثال
یرید. ب نتیجه x = ٠ حول ex

بیابید. را x = ٢ حول lnx برای P٢(x) تیلور چندجمله�ای .٢۴.۶.۴ مثال

مبهم حالات در توابع حدود محاسبه ٨.۶.۴

به�دست مستقیماً sinx

x
تابع در x = ٠ ذاری جای با �توان نم را lim

x→٠

sin x

x
= ١ مقدار

نوع از مبهم صورت را sin x

x
صفرند. مساوی x = ٠ در x و sinx دوی هر که چرا آورد،

هر مثال، عنوان به باشد. عددی هر �تواند م مبهم صورت این حد �نامند. م x = ٠ در ٠
٠

ول هستند، x = ٠ در ٠
٠
نوع از مبهم صورت ی x

٣

x٢ ،
kx

x
، x
x٣ قسمت�های خارج از ی

lim
x→٠

x

x٣ = ∞, lim
x→٠

kx

x
= k, lim

x→٠

x٣

x٢ = ٠.

از عبارتند مبهم صور ر دی انواع

∞−∞,
∞
∞
,

٠
٠
, ٠ ×∞, ١∞, ٠٠, ∞٠
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٢۴

عنوان به کرد. حساب سهولت به تیلور فرمول�های از �توان م را ٠
٠
نوع از مبهم صور اغلب

مثال:

lim
x→٠

٢ sin x− sin ٢x
٢ex − ٢ − ٢x− x٢ = lim

x→٠

٢(x− x٣

٣! +O(x۵))− (٢x− ٨x٣

٣! +O(x۵))

١)٢ + x+ x٢

٢! +
x٣

٣! +O(x۴))− ٢ − ٢x− x٢

= lim
x→٠

−x٣

٣ + ۴x٣

٣ +O(x۵)
x٣

٣ +O(x۴)

= lim
x→٠

١ +O(x٢)
١
٣ +O(x)

= ٣.

ر دی مثال عنوان به یا

lim
x→١

lnx

x٢ − ١
= lim

t→٠

ln(١ + t)

(١ + t)٢ − ١

= lim
t→٠

t+O(t٢)

٢t+ t٢

= lim
t→٠

١ +O(t)

٢ +O(t)

=
١
٢
.

هوپیتال قواعد

سایر �دهیم. م ارائه ∞
∞

و ٠
٠
نوع از مبهم صور محاسبه برای ری دی روش قسمت، این در

صورت�ها این از ی به اریتم ل گرفتن و جبری اعمال با معمولا �توان م را مبهم صور انواع
کرد. تحویل

مشتق�پذیر (a, b) بازه بر g و f توابع کنید فرض هوپیتال). اول (قاعده ١۵.۶.۴ قضیه
کنید فرض همچنین .g′(x) ̸= ٠ و بوده

و lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = ٠ آ)

است.) −∞ یا +∞ یا متناه L آن در (که lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= L ب)
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١٢۵ آن کاربرد و مشتق

این�صورت در
lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L.

نتایج کنیم، عوض ،a < c < b آن در که lim
x→c

حت یا و lim
x→b−

با را lim
x→a+

مورد هر اگر
مجازند. نیز b = +∞ و a = −∞ حالات داشت. خواهیم مشابه

G و F توابع �دهیم. م انجام متناه a ازای به lim
x→a+

حالت برای را اثبات ابتدا برهان.
�کنیم م تعریف زیر صورت به را

F (x) =

{
f(x) a < x < b

٠ x = a
& G(x) =

{
g(x) a < x < b

٠ x = a

مشتق�پذیر و [a, x] بازه روی پیوسته توابع G و F توابع x ∈ (a, b) هر ازای به بنابراین
c ∈ (a, x) مانند عددی یافته تعمیم میانگین مقدار قضیه بنابه لذا هستند. (a, x) بازه روی

که به�طوری دارد وجود

f(x)

g(x)
=
F (x)

G(x)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

داریم نتیجه در و ،c→ a+ آن�گاه x→ a+ اگر پس ،a < c < x چون

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

c→a+

f ′(c)

g′(c)
= L.

a = که حالت�هایی برای نتیجه �شود. م اثبات مشابه به�طور متناه b برای lim
x→b−

حالت

�آید: م به�دست x =
١
t
متغیر تغییر از استفاده با نیز b = +∞ یا −∞

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

t→٠+

f

(
١
t

)
g

(
١
t

) = lim
t→٠+

f ′
(

١
t

)(
− ١
t٢

)
g′
(

١
t

)(
− ١
t٢

) = lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= L.

مشتق�پذیر (a, b) بازه بر g و f توابع کنید فرض هوپیتال). دوم (قاعده ١۶.۶.۴ قضیه
کنید فرض همچنین .g′(x) ̸= ٠ و بوده
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٢۶

و lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = ±∞ آ)

است.) −∞ یا +∞ یا متناه L آن در (که lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= L ب)

این�صورت در
lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L.

نتایج کنیم، عوض ،a < c < b آن در که lim
x→c

حت یا و lim
x→b−

با را lim
x→a+

مورد هر اگر
مجازند. نیز b = +∞ و a = −∞ حالات داشت. خواهیم مشابه

�شود. نم ارائه اینجا در و است هوپیتال اول قضیه از پیچیده�تر قضیه این اثبات برهان.

قاعده از پی�درپی استفاده بار چند است ن مم مبهم کسر ی حد محاسبه در تبصره.
قاعده از باشد، L با برابر و موجود آخر کسر حد که صورت در باشد، نیاز مورد هوپیتال
است. L برابر و موجود نظر مورد کسر به�ویژه قبل کسرهای حد که �شود م نتیجه هوپیتال
مرحله هر در نیست. مجاز هوپیتال قاعده از استفاده آخر، کسر حد وجود عدم صورت در
هیچ حقیقت در کرد. تحقیق را آن از استفاده شرایط باید هوپیتال، قاعده از استفاده
زیرا شود. حد محاسبه و ابهام رف به منجر لزوماً هوپیتال قاعده که ندارد وجود تضمین

مثال، عنوان به باشد. موجود lim
x→a+

f(x)

g(x)
ول باشد نداشته وجود lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
است ن مم

داریم ر، دی مثال به�عنوان یا نیست. موجود lim
x→+∞

cosx

١
�که حال در lim

x→+∞

sin x

x
= ٠

lim
x→π

٢

tanx

secx
= lim

x→π
٢

sinx

cosx
١

cosx

= lim
x→π

٢

sin x = ١

داریم هوپیتال، قاعده از پی�درپی� استفاده با �که حال در

lim
x→π

٢

tanx

sec x
= lim

x→π
٢

sec٢ x

secx tanx
= lim

x→π
٢

secx

tanx
= lim

x→π
٢

tan x

secx
= · · ·

�شود. نم ابهام رف به منجر هوپیتال قاعده که �شود م ملاحظه
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١٢٧ آن کاربرد و مشتق

کنید. حساب را زیر حدود .٢۵.۶.۴ مثال

(i) lim
x→١

lnx

x٢ − ١
(ii) lim

x→٠

٢ sin x− sin ٢x
٢ex − ٢ − ٢x− x٢

(iii) lim
x→٠+

(
١
x
− ١

sinx

)

y = f(x)g(x) به�صورت نمایی توابع حد محاسبه

،x حقیق عدد هر ازای به .١٧.۶.۴ قضیه

ex = lim
n→∞

(
١ +

x

n

)n
.

دهید قرار ،x ̸= ٠ کنید فرض �ماند. نم باق اثبات برای چیزی ،x = ٠ اگر برهان.
نوشت �توان م لذا ،h→ ٠ آن�گاه ،n→ ∞ وقت صورت این در .h =

x

n

lim
n→∞

ln
(
١ +

x

n

)n
= lim

n→∞
n ln

(
١ +

x

n

)
= lim

n→∞

ln
(
١ + x

n

)
١
n

= lim
n→∞

x
ln
(
١ + x

n

)
x

n

= x lim
h→٠

ln(١ + h)

h

= x lim
h→٠

ln(١ + h)− ln ١
h

= x (ln t)′ |t=١ = x.

داشت خواهیم بنابراین است. پیوسته تابع لذا است، مشتق�پذیر تابع ln چون

ln lim
n→∞

(
١ +

x

n

)n
= lim

n→∞
ln
(
١ +

x

n

)n
= x
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مشتق کاربرد ۶.۴ ١٢٨

داریم است، اریتم ل تابع معکوس نمایی تابع اینکه به توجه با و

lim
n→∞

(
١ +

x

n

)n
= ex.

داریم کل حالت در تبصره.

lim
x→∞

(
١ +

t

x

)x

= et.

از ی lim
x→a

y محاسبه در این�صورت در ،x → a و y = f(x)g(x) کنید فرض تبصره.
بیفتد: اتفاق است ن مم زیر حالات

�آید؛ در��م ٠٠ مبهم به�صورت lim
x→a

y کنند، میل صفر به دو هر g(x) و f(x) اگر –

�آید؛ در��م ∞٠ مبهم به�صورت lim
x→a

y کند، میل صفر به g(x) و ∞ به f(x) اگر –

�آید. در��م ١∞ مبهم به�صورت lim
x→a

y کند، میل ∞ به g(x) و ١ به f(x) اگر –

صورت� این در �گیریم، م اریتم ل y = f(x)g(x) طرفین از حالت هر در ابهام رف برای
داشت خواهیم

ln y = ln f(x)g(x) = g(x) ln f(x)

نتیجه در و
lim
x→a

ln y = lim
x→a

g(x) ln f(x)

به�کار آن مورد در را هوپیتال قاعده �توان م که است صورت به اخیر تساوی راست سمت
برد.

از استفاده با را c = lim
x→a

g(x) ln f(x) مقدار است کاف ،lim
x→a

y محاسبه برای بنابراین
و ١ به f(x) که حالت در البته .lim

x→a
y = ec این�صورت در آوریم، به�دست هوپیتال قاعده

درنظر f(x) = ١ + α(x) به�صورت را f(x) �توان م سوم)، (حالت کند میل ∞ به g(x)
شرایط چنین در و ،x → a که وقت است کوچ بی�نهایت تابع ی α(x) که گرفت

کنیم حساب را زیر ساده�تر حد است کاف ،c محاسبه برای

c = lim
x→a

g(x) ln f(x) = lim
x→a

g(x)α(x).
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١٢٩ آن کاربرد و مشتق

کنید. حساب را زیر حدود .٢۶.۶.۴ مثال

(i) lim
x→٠+

xx, (ii) lim
x→∞

(
١ + sin

٣
x

)x

(iii) lim
x→∞

(
x+ ١
٢x+ ١

)x٢
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مسایل ٧.۴ ١٣٠

مسایل ٧.۴

کنید. بررس را f(x) =
{

sin x, x ∈ Q,
x(١ − x), x ∈ Qc,

تابع مشتق�پذیری و پیوستگ .١

یرید. ب نظر در را f(x) =
{
x٢ sin ١

x
, x ̸= ٠,

٠, x = ٠,
تابع .٢

کنید؛ محاسبه را f ′(٠) مقدار الف)

کنید؛ بیان f ′′(٠) وجود عدم یا وجود برای را خود دلیل ب)

�نیمم م یا نسبی ماکزیمم نقطه ،x = ٠ نقطه آیا کنید مشخص دلیل ذکر با پ)
خیر؟ یا است f تابع عطف یا نسبی

مشتق�پذیر (٠, ١) از نقطه هر در که باشد پیوسته تابع f : [٠, ١] → R کنید فرض .٣
،٠ < x١ < x٢ < ١ ،x٢ و x١ نقاط دهید نشان ،f(١) = ١ و f(٠) = ٠ اگر است.

که به�طوری دارند وجود

١
f ′(x١)

+
١

f ′(x٢)
= ٢.

تابع بحران نقاط .۴

f(x) =

{
x٢ − lnx٢ , x ̸= ٠
٠ , x = ٠

نسبی. �نیمم م یا هستند نسبی ماکزیمم نقاط این کنید تعیین و آورید به�دست را

بیابید. را y =
t٢

t− ١
و x =

٢t
t− ١

پارامتری تابع نسبی �نیمم م نقطه طول .۵

حداکثر است. پایین سمت به رو (a, b) بازه بر f(x) = ln(٢ − x− x٢) تابع تقعر .۶
بیابید. را b− a مقدار

بر f ′ کنید فرض همچنین باشد. f(٠) = ٠ و پیوسته [٠, ١] بازه بر f کنید فرض .٧
(٠, ١) بازه بر g(x) = f(x)

x
تابع دهید نشان باشد. صعودی و موجود (٠, ١) بازه

است. صعودی
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١٣١ آن کاربرد و مشتق

است. شده تعریف f(x) = ١√
١ + x

به�صورت f : (−١,+∞) → R تابع .٨

بیابید؛ را x = ٠ حول تابع این ٣ درجه تیلور چندجمله�ای الف)

خطا مقدار و آورید به�دست خط تقریب طریق از ١√
١٫ ٠١

برای تقریبی مقدار ب)
بزنید؛ تخمین را

تقریب از شود محاسبه بهتر یا ١٠−۶ دقت با ١√
١٫ ٠١

مقدار باشد لازم چنانچه پ)

کنید. توجیه دقیق به�طور را خود جواب کرد؟ استفاده باید f چند درجه

کنید. حساب را زیر حدود .٩

(i) lim
x→+∞

x

(
١ − cos

١
x

)
(ii) lim

x→∞

(
x− ١
x+ ١

)x

(iii) lim
x→٠

(cosx)
١
x

ل ش به را ی �کنیم. م تقسیم قسمت دو به و بریده را ℓ طول به سیم قطعه ی .١٠
مجموع اینکه برای �کنیم. م خم متساوی�الاضلاع مثلث ل ش به را ری دی و مربع

کنید. تعیین را شده بریده طول�های نسبت شود، �نیمم) (م حداقل مساحت�ها
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۵ فصل

مختصاتقطبی

مقدمه ١.۵

از نقطه هر است شده يل تش هم بر عمود محور دو از كه دكارت مختصارت دستگاه در
محل مشخصكردن برای ری دي روش �گردد. مشخصم عرضآن و طول به�وسيله صفحه

است. موسوم قطبی مختصات به كه دارد وجود صفحه در نقطه يك
محور دستگاه این در است. شده يل تش محور يك از و نقطه يك از مختصاتقطبی دستگاه
را مختصات) (مبدأ O ثابت نقطه و اولیه شعاع یا قطبی محور را xها) (محور OA افق

ببینید). را ١.۵ ل (ش �نامند م قطب

١.۵ ل ش

مختصاتقطبی در نمایشنقطه ٢.۵

یعن مبدأ از آن جهت�دار فاصله به توجه با صفحه در نقطه مختصاتهر قطبی، مختصات در
حامل شعاع (که �سازد م xها محور مثبت جهت با آن به مبدأ از واصل خط که زاویه�ای و r
�شود. م داده نمایش (r, θ) به�صورت P نقطه و �شود م مشخص ،θ یعن �شود)، م نامیده
٢.۵ ل (ش �نامند م حامل شعاع را OP و P نقطه قطبی مختصات را (r, θ) مرتب زوج
است. شده داده نمایش قطبی�اشان مختصات همراه به نقطه چند ٣.۵ ل ش در ببینید). را

١٣٢
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١٣٣ قطبی مختصات

٢.۵ ل ش

٣.۵ ل ش

نقطه آنكه جای به صورت اين در باشد. نيز منف �تواند م r قطبی مختصات در تبصره.
ضل اين امتداد روی O به نسبت را نقطه آن قرينه كنيم، انتخاب θ زاویه پایان ضل در را
نمایش ، دکارت مختصات خلاف بر قطبی، مختصات در ، کل به�طور �آوريم. م دست به
مختصات در P نقطه نمایش (r, θ) اگر واق در �شود. نم مشخص تا ی به�طور P نقطه
نمایش�های نیز ،k ∈ Z هر ازای به (−r, θ+π+٢kπ) و (r, θ+٢kπ) آن�گاه باشد، قطبی
قطبی دستگاه در P نقطه مختصات (−٢,−π

۶
) اگر مثال، به�عنوان هستند. P برای ر دی

نقطه این برای ری دی نمایش�های (٢, ١٧π
۶

) و (٢, ۵π
۶
) ،(−٢,

١١π
۶

این�صورت( در باشد،
هستند. قطبی مختصات در

آن در که است قطبی دستگاه در (٠, θ)مختصات دارای مختصات) (مبدأ قطب تبصره.
است. صفر برابر r آن در که است نقطه�ای تنها قطب به�وضوح است. دلخواه مقداری θ

این در کنیم، محدود r > ٠ و ٠ ≤ θ ≤ ٢π شرط دو در را θ و r و نباشد قطب P اگر
بود. خواهد تا ی قطبی دستگاه در P مختصات صورت
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دکارت و قطبی مختصات دستگاه بین رابطه ٣.۵ ١٣۴

دکارت و مختصاتقطبی دستگاه بین رابطه ٣.۵

(r, θ) برابر قطبی دستگاه در و (x, y) برابر دکارت دستگاه در P مختصات کنید فرض
داریم ،۴.۵ ل ش به توجه با صورت این در باشد.

۴.۵ ل ش

 r٢ = x٢ + y٢

tan θ =
y

x

&

{
x = r cos θ

y = r sin θ

به را قطبی مختصات و قطبی به را دکارت مختصات �توان م معادلات، این از استفاده با
نقطه که شود دقت بایست ،tan θ =

y

x
معادله از θ تعیین برای فقط کرد. تبدیل دکارت

دکارت مختصات مثال، عنوان به کرد. تعیین را θ آن با متناظر و دارد قرار ربع کدام در P
که است (x, y) برابر (−٢,

π

٣
) قطبی مختصات با P١ نقطه

x = r cos θ = −٢ cos
π

٣
= −١,

y = r sin θ = −٢ sin
π

٣
= −

√
٣,

که است (r, θ) برابر (٢−,٢
√

٣) دکارت مختصات با P٢ نقطه قطبی مختصات همچنین
داریم ،٠ ≤ θ ≤ ٢π و r > ٠ شرط با

r =
√
x٢ + y٢ = ۴, tan θ =

y

x
= −

√
٣.
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١٣۵ قطبی مختصات

برابر P٢ قطبی مختصات و �شود م انتخاب θ =
۵π
٣

است، چهارم ربع در P٢ نقطه چون

بود. خواهد (۴,
۵π
٣
) با

مختصاتقطبی در نمودار ۴.۵

دستگاه به نسبت مسط خم دهنده نشان باشد، y و x شامل که معادله�ای هر کل به�طور
کل حالت در باشد، θ و r شامل که معادله�ای هر مشابه، به�طور است. دکارت مختصات

است. قطبی مختصات دستگاه به نسبت مسط خم بیانگر

٢r cos θ−قطبی معادله دارای ، دکارت دستگاه در ٢x−٣y = راست۵ خط مثال۴.۵.١.
،a٢ + b٢ ̸= ٠ و c ̸= ٠ اگر کل به�طور است. r =

۵
٢ cos θ − ٣ sin θ

یا ٣r sin θ = ۵

�کند. م مشخص را ax+ by = c خط ،r = c

a cos θ + b sin θ
قطبی منحن

داشته سان ی نمودار اما باشند، متفاوت است ن مم ظاهر در قطبی معادله دو تبصره.
با منحن همین باشد، r = f(θ) معادله دارای قطبی منحن ی اگر کل به�طور باشند.

معادلات
(−١)kr = f(θ + kπ), k ∈ Z

�آید. م به�دست نیز

برعکس یا قطبی به دکارت مختصات از را شده داده �های منحن معادله .٢.۴.۵ مثال
کنید. تبدیل

(i) (x٢ + y٢ + ٢x)٢ = ۴(x٢ + y٢), (ii) r٢ = csc ٢θ

است؟ خم نوع چه بیانگر r = ٢a cos(θ − θ٠) خم .٣.۴.۵ مثال
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قطبی مختصات در نمودار ۴.۵ ١٣۶

قطبی حالاتخاصنمودارهای

صفحه از نقاط کلیه هندس ان م r = a آن�گاه باشد، ثابت عددی a ̸= ٠ اگر –
شعاع و مبدأ مرکز به دایره (معادله دارند قرار (قطب) مبدأ از |a| فاصله به که است

.(|a|

از گذرنده راست خط ی نقاط ان م θ = θ٠ آن�گاه باشد، ثابت عددی θ٠ اگر –
صورت این در یرد، ب را مثبت مقادیر فقط r اگر (البته است tan θ٠ شیب با مبدأ
زاویه xها محور مثبت جهت با و �گذرد م مبدأ از که خط نیم معادله θ = θ٠ معادله

داد.) خواهد نشان را �سازد، م θ٠

اندازه به r = f(θ) قطبی نمودار دوران از r = f(θ − θ٠) معادله قطبی نمودار –
قطبی معادله نمودار مثال، عنوان به �آید. م به�دست مثلثات جهت در مبدأ حول θ٠

جهت در θ٠ اندازه به x = a خط دوران از که است راست خط r cos(θ− θ٠) = a

�آید. م به�دست مثلثات

با است برابر قطبی مختصات در P٢(r٢, θ٢) و P١(r١, θ١) نقطه دو فاصله تبصره.

|P١P٢| =
√
r٢١ + r٢٢ − ٢r١r٢ cos(θ٢ − θ١).

فرض ،P٠(r٠, θ٠) مرکز به و ٠ < a شعاع به دایره�ای قطبی معادله یافتن برای تبصره.
برابر P و P٠ نقطه دو فاصله چون باشد. دایره این روی دلخواه نقطه�ای P (r, θ) �کنیم م

۵.۵ ل ش

نوشت �توان م اخیر تبصره به بنا است، a شعاع

a٢ = r٢ + r٢٠ − ٢rr٠ cos(θ − θ٠). (١.۵)
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١٣٧ قطبی مختصات

به�صورت (١.۵) معادله و r٠ = a آن�گاه کند، عبور مبدأ از دایره اگر –

r = ٢a cos(θ − θ٠).

�شود. م ساده

۶.۵ ل ش

،(θ٠ = ٠) گیرد قرار xها محور مثبت قسمت روی مرکز و کند عبور مبدأ از دایره اگر –
ساده�تر ل ش به (١.۵) معادله آن�گاه

r = ٢a cos θ,

�شود. م تبدیل

،(θ٠ =
π

٢
) گیرد قرار yها مثبتمحور قسمت روی مرکز و کند عبور مبدأ از دایره اگر –

به�صورت (١.۵) معادله آن�گاه

r = ٢a sin θ,

�شود. م تبدیل

مختصاتقطبی در تقارن ١.۴.۵

یرید: ب نظر در را r = f(θ) به�صورت قطبی منحن ی معادله
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قطبی مختصات در نمودار ۴.۵ ١٣٨

به نسبت نمودار نشود، عوض معادله
{
θ → π − θ

r → −r
یا θ → −θ تبدیل با اگر –

است؛ متقارن xها محور

٧.۵ ل ش

به نسبت نمودار نشود، عوض معادله
{
θ → −θ
r → −r

یا θ → π − θ تبدیل با اگر –

است؛ متقارن yها محور

٨.۵ ل ش

مبدأ به نسبت نمودار نشود، عوض معادله r → −r یا θ → π + θ تبدیل با اگر –
است. متقارن (قطب) مختصات

٩.۵ ل ش
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١٣٩ قطبی مختصات

١٠.۵ ل ش

نسبت نمودار نشود، عوض معادله θ → ٢α − θ تبدیل با اگر �تر، کل حالت در –
تبدیل با اگر همچنین ببینید). را ١٠.۵ ل (ش است متقارن θ = α خط به

متقارن θ = α +
π

٢
خط به نسبت نمودار نشود، عوض معادله

{
θ → ٢α− θ

r → −r
ببینید). را ١١.۵ ل (ش است

١١.۵ ل ش
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قطبی مختصات در نمودار رسم ۵.۵ ١۴٠

مختصاتقطبی در نمودار رسم ۵.۵

قطبی شیبمنحن

محاسبه را dy
dx

یعن خط این شیب بایست ،r = f(θ) منحن بر مماس خط یافتن برای
پارامتری منحن برای پارامتری مشتق�گیری از نیز آن محاسبه برای و کنیم

{
x = r cos θ = f(θ) cos θ

y = r sin θ = f(θ) sin θ

�کنیم: م استفاده

dy

dx

∣∣∣∣
(r,θ)

=
dy/dθ

dx/dθ
=
f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

صورت این در ،(f(θ٠) = ٠) کند عبور مبدأ از r = f(θ) منحن ،θ = θ٠ ازای به اگر

dy

dx

∣∣∣∣
(٠,θ٠)

=
f ′(θ) sin θ

f ′(θ) cos θ
= tan θ٠,

است. مماس منحن بر مبدأ در θ = θ٠ خط یعن
بر مماس خط و نقطه هر در حامل شعاع بین زاویه از معمولا قطبی، مختصات در
�توان م �آوریم، م به�دست ذیلا که روابط از استفاده با �شود. م استفاده نقطه آن در منحن
تعیین مبدأ از غیر P (r, θ) مانند نقطه�ای در را r = f(θ) قطبی منحن بر مماس خط جهت

کرد.

١٢.۵ ل ش
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١۴١ قطبی مختصات

زاویه با متناظر و P (r, θ) نقطه نزدی و r = f(θ) منحن روی نقطه�ای Q کنید فرض
در باشد. OQ بر وارد عمود PS کنید فرض ببینید).همچنین را ١٢.۵ ل (ش باشد θ+h

داریم صورت این

sinh =
PS

r
=⇒ PS = f(θ) sinh,

SQ = OQ−OS = f(θ + h)− f(θ) cosh.

به آن�گاه دهد، یل تش ψ زاویه OP نیم�خط با P نقطه در r = f(θ) بر مماس خط اگر
لذا شد. خواهد ∠SQP برابر ψ ،h→ ٠ ازای

tanψ = lim
h→٠

PS

SQ
= lim

h→٠

f(θ) sinh

f(θ + h)− f(θ) cosh

[ ٠٠ ]=
H

lim
h→٠

f(θ) cosh

f ′(θ + h) + f(θ) sinh

=
f(θ)

f ′(θ)
=
r

r′
.

بر مماس و OP نیم�خط بین ψ زاویه ،P مانند r = f(θ) خم بر واق نقطه هر در بنابراین

�شود. م بیان tanψ =
f(θ)

f ′(θ)
رابطه با خم

نقطه در مماس خط بر OP خط ، یعن .ψ =
π

٢
آن�گاه ،f ′(θ) = ٠ اگر خاص، حالت در

در مماس خط و OP خط ، یعن .ψ = ٠ آن�گاه ،f(θ) = ٠ اگر همچنین است. عمود P
هستند. منطبق هم بر P نقطه

نوشت: �توان م ١٢.۵ ل ش به توجه با

افق مماس =⇒ ϕ = θ + ψ = π =⇒ tanψ = − tan θ =⇒ r = −r′ tan θ

عمودی مماس =⇒ ϕ = θ + ψ =
π

٢
=⇒ tanψ = cot θ =⇒ r = r′ cot θ.

آن در منحن بر مماس که نقطه�ای برای θ مقدار ،r = −r′ tan θ معادله حل از بنابراین
که نقطه�ای برای θ مقدار ،r = r′ cot θ معادله حل از و �آید م به�دست است، افق نقطه

�آید. م به�دست است، عمودی نقطه آن در منحن بر مماس

یرید. ب نظر در را r = ١ − sin θ معادله به منحن .١.۵.۵ مثال
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قطبی مختصات در نمودار رسم ۵.۵ ١۴٢

بیابید؛ θ = ٠ در را منحن بر مماس خط معادله الف)

(نقاط) نقطه آن در منحن بر مماس خط که بیابید طوری را (x, y) (نقاط) نقطه ب)
باشد؛ افق

(نقاط) نقطه آن در منحن بر مماس خط که بیابید طوری را (x, y) (نقاط) نقطه پ)
باشد. عمودی
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١۴٣ قطبی مختصات

قطبی �های منحن رسم در مفید گام�های

باشد: مفید �تواند م r = f(θ) قطبی منحن رسم در زیر گام�های

مشخص را r = f(θ) تابع دامنه ابتدا یعن کنید؛ مشخص را θ تغییرات دامنه –
خواهدبود. f دامنه همان θتغییرات دامنه آن�گاه نباشد، متناوب تابع f اگر �کنیم. م
تناوب دوره ی را θتغییرات دامنه است کاف باشد، T تناوب دوره با متناوب اگر
در قطب حول T اندازه به را آن سپس کنیم، رسم فاصله این در را منحن و انتخاب

شود. کامل منحن ل ش تا داده دوران لازم دفعات به مثلثات جهت

بیابید. را منحن تقارن�های –

یا صعودی r = f(θ) آن�ها در که θ برای را فاصله�هایی و کرده علامت تعیین را f ′ –
کنید. مشخص است، نزول

آنها در مماس که نقاط و مبدأ در به�ویژه خاص، نقاط در را منحن بر مماس خطوط –
شود. مشخص نقاط آن در منحن وضعیت تا کنید رسم است، عمودی یا افق

کنید. رسم و کرده پیدا وجود) صورت (در را منحن مجانب�های –
. lim
θ→θ٠

f(θ) = ∞ هرگاه گویند r = f(θ) تابع مستقیم مجانب امتداد را θ = θ٠ خط

d فاصله به و θ = θ٠ خط با موازی ℓ خط آن�گاه ،d = lim
θ→θ٠

f(θ) sin(θ − θ٠) اگر
مجانب را r = a دایره همچنین �نامند. م r = f(θ) تابع مستقیم مجانب را آن از

. lim
θ→∞

f(θ) = a هرگاه گویند r = f(θ) منحن دایرهای

کم نقاط جمله از کنید. استفاده منحن دقیق�تر رسم برای کم نقطه چند از –
یا xها) محور با تلاق (محل θ = ٠ آنها ازای به که باشند نقاط �توانند م مهم
ازای به که θ برای مقادیری همچنین باشند. yها) محور با تلاق (محل θ =

π

٢
نیز �آیند، م به�دست r = ٠ حل از که θهایی یعن �گردد، برم مبدأ به منحن آنها

کنند. کم منحن بهتر رسم در �توانند م

کنید. رسم را زیر �های منحن قطبی نمودار .٢.۵.۵ مثال

(i) r٢ = cos(٢θ) (ii) r = a(١ − cos θ), (a > ٠)

(iii) rθ = a, (a > ٠)
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قطبی مختصات در نمودار رسم ۵.۵ ١۴۴
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١۴۵ قطبی مختصات

قطبی �های منحن تقاط ۶.۵

(محل برخورد نقاط یافتن نیست، تا ی قطبی مختصات در صفحه نقاط نمایش چون
در است. دکارت �های منحن برخورد نقاط یافتن از پیچیده�تر قطبی �های منحن ( تقاط
که ای θ٠ و r٠ ازای به (r٠, θ٠) نقطه در r = g(θ) و r = f(θ) �های منحن اگرچه ، واق

f(θ٠) = g(θ٠) & r٠ = f(θ٠)

باشند. داشته نیز ری دی برخورد نقاط است ن مم ول کرد، خواهند قط را ر همدی
بود خواهد منحن دو برخورد نقطه ی مبدأ کنند، عبور مبدأ از منحن دو هر اگر به�ویژه،
است ن مم �ها منحن چون نیاید، به�دست f(θ) = g(θ) معادله حل از نقطه این اگر حت
مبدآ در r = cos θ و r = sin θ دایره دو مثال، عنوان به برسند. مبدأ به متفاوت θهای با
حل از ( ١√

٢
,
π

۴
) نقطه تنها اگرچه �کنند، م قط را ر همدی (

١√
٢
,
π

۴
) نقطه در همچنین و

ببینید). را ١٣.۵ ل (ش �آید م به�دست sin θ = cos θ معادله

١٣.۵ ل ش
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مسایل ٧.۵ ١۴۶

مسایل ٧.۵

مشخص را خم نوع و کنید تبدیل دکارت مختصات به را شده داده قطبی معادله .١
کنید.

(i) r = ٣ sec θ (ii) r =
٢

١ + sin θ

(iii) r =
٢

٢ − cos θ

بیابید. مبدأ در را r٢ = ۴ sin ٢θ منحن بر مماس خطوط .٢

آورید. به�دست را x٢ + y٢ =
√
x٢ + y٢ + y منحن نقاط طول مقدار بیشترین .٣

بیابید. x٢ + xy + y٢ = ١۶ خم از را مبدأ فاصله بلندترین و کوتاهترین .۴

کنید. رسم را زیر �های منحن قطبی نمودار .۵

(i) r = sin(٢θ) (ii) r٢ = ۴ cos θ

(iii) r = aθ, (a > ٠)
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آن کاربرد و انتگرال

مقدمه ١.۶

فصل که رسیدیم تابع مشتق مفهوم به دادیم، دقیق معن تغییر میزان شهودی ایده به وقت
داشت. اختصاص آنها، کاربرد و مشتقات بررس یعن دیفرانسیل، حساب به ۴

مساحت مساله �گیرد، م قرار بررس مورد ریاضیات در که بنیادی مسایل از ر دی ی
است. محصور گوناگون خم�های بین که صفحه از ناحیه�ای مساحت تعیین یعن است

تلاش در که است تابع ی انتگرال انتگرال، و دیفرانسیل حساب ر دی اساس مفهوم
�آید. م به�وجود خمیده لبه چند یا ی با منحن ی مساحت ایده به دادن دقیق معن برای
نتیجه دارد. نام انتگرال حساب �پردازیم، م آن به حاضر فصل در که انتگرال�ها، مطالعه
حساب عمیق رابطه که است انتگرال و دیفرانسیل حساب اساس قضیه فصل، این کلیدی
f تابع انتگرال که �شود م معلوم ، واق در �دهد. م نشان انتگرال حساب با را دیفرانسیل

آورد. به�دست است، آن مشتق f که F ر دی تابع مقدار دو از �توان م را

معین انتگرال ٢.۶

هرگاه گویند [a, b] بازه افراز ی را P = {x٠, x١, . . . , xn} مجموعه تعریف۶.١.٢.

a = x٠ < x١ < x٢ < . . . < xn−١ < xn = b,

١۴٧
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معین انتگرال ٢.۶ ١۴٨

تقسیم ∆xi = xi−xi−١ طول با ١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] زیربازه n به را [a, b] بازه P افراز

افراز ی را P افراز آن�گاه ∀i, ∆xi =
b− a

n
یعن باشد برابر زیربازه�ها طول اگر �کند. م

�نامند. م منظم

�دهیم م نشان ∥P∥ با و نامیده P افراز نرم را xi∆ها مقدار بزرگ�ترین تعریف۶.٢.٢.

∥P∥ = max
١≤i≤n

∆xi

همچنین باشد. [a, b] مانند کراندار بسته بازه ی بر پیوسته و معین تابع f فرضکنید
هر در f باشد. بازه این از دلخواه معین افراز ی P = {x٠, x١, . . . , xn} کنید فرض
iام زیربازه از ui و li مانند اعدادی لذا است. اکسترمم مقادیر دارای [a, b] مانند زیربازه

داریم x ∈ Ii هر ازای به به�طوری�که دارند وجود

f(li) ≤ f(x) ≤ f(ui).

دهید قرار

L(f,P) = f(l١)∆x١ + f(l٢)∆x٢ + . . .+ f(ln)∆xn,

U(f,P) = f(u١)∆x١ + f(u٢)∆x٢ + . . .+ f(un)∆xn,

R(f,P) = f(ξ١)∆x١ + f(ξ٢)∆x٢ + . . .+ f(ξn)∆xn, ξi ∈ Ii

مجموع را R(f,P) و ریمان بالای مجموع را U(f,P) ریمان، پایین مجموع را L(f,P)

�نامند. م ریمان
اگر

lim
∥P∥→٠

U(f,P) = lim
∥P∥→٠

L(f,P) = I,

�دهند. م نشان
∫ b

a

f(x)dx نماد با و گویند انتگرال�پذیر ریمان [a, b] بازه در را f آن�گاه

�نامند. م [a, b] بازه در f تابع معین انتگرال مقدار را I
اینکه به توجه با آن�گاه باشد انتگرال�پذیر [a, b] بازه در f تابع اگر

L(f,P) ≤ R(f,P) ≤ U(f,P),
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١۴٩ آن کاربرد و انتگرال

نوشت �توان ∫م b

a

f(x)dx = lim
∥P∥→٠

R(f,P).

را f تابع �نامند. م انتگرال بالای حد را b و پایین حد را a ،
∫ b

a

f(x)dx معین انتگرال در

�نامیم. م انتگرال�گیری متغیر را x و انتگرال�ده
حد معین انتگرال اینکه به توجه با و است کشیده S حرف شبیه

∫
یعن انتگرال علامت

است. شده استفاده انتگرال برای نماد این است، Sum کلمه اول حرف S و مجموع ی
.x متغیر حسب بر تابع نه و است عدد [a, b] بازه بر f معین انتگرال داشت توجه بایست
، واق در نیست. وابسته x متغیر به و است وابسته انتگرال�ده و انتگرال حدود به عدد این

کرد. استفاده ری دی متغیر از �توان م x به�جای

معین انتگرال آن�گاه باشد مثبت و پیوسته [a, b] بازه در f اگر ، هندس لحاظ از تبصره.

به توجه با ، واق در است. [a, b] بازه در f تابع منحن زیر سط برابر
∫ b

a

f(x)dx

مجموع بزرگ�تر، مستطیل�های مساحت�های مجموع برابر ریمان بالای مجموع ل، ش
برابر ریمان مجموع و �تر کوچ مستطیل�های مساحت�های مجموع برابر ریمان پایین
�یابد، م افزایش زیربازه�ها تعداد وقت هستند. میان مستطیل�های مساحت�های مجموع

١.۶ ل ش

هم با مجموع�ها این ،∥P∥ → ٠ وقت ، واق در �شوند. م �تر نزدی هم به مجموع�ها این
شد. خواهد [a, b] بازه در f تابع منحن زیر مساحت برابر آن مقدار و برابر
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معین انتگرال ٢.۶ ١۵٠

نوا ی کراندار تابع همچنین و انفصال نقطه متناه تعداد با کراندار و پیوسته تابع تبصره.
است. انتگرال�پذیر [a, b] بازه روی

است. شده ظاهر ریمان مجموع�های به�جایx∆در که است x دیفرانسیل ،dx نماد تبصره.
، کدام�ی که �کند م بیان دیفرانسیل باشد، وابسته متغیر ی از بیش به انتگرال�ده اگر

است. انتگرال�گیری متغیر

مقدار سپس است. انتگرال�پذیر [٠, a] بازه بر f(x) = x٢ تابع دهید نشان .١.٢.۶ مثال

کنید. محاسبه را
∫ x

٠
x٢dx انتگرال

a < b با [a, b] دلخواه بازه هر بر f(x) =
{

١ , x ∈ Q
٠ , x /∈ Q

تابع دهید نشان مثال۶.٢.٢.

نیست. انتگرال�پذیر

a < b با [a, b] دلخواه بازه هر بر f(x) =
{

١ , x = ٠
٠ , x ̸= ٠

تابع دهید نشان مثال۶.٣.٢.

است. صفر برابر آن انتگرال مقدار و است انتگرال�پذیر
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١۵١ آن کاربرد و انتگرال

معین انتگرال �های ویژگ

در باشند. انتگرال�پذیر c و b ،a نقاط شامل بازه�ای بر g و f کنید فرض .١.٢.۶ قضیه
صورت این

است. صفر صفر، طول به بازه هر بر انتگرال (الف)

، یعن �شود، م عوض انتگرال علامت انتگرال، حدود جای تعویض با ∫(ب) b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

ثابت�های B و A کنید فرض است. وابسته انتگرال�ده به خط به�طور انتگرال (پ)
صورت این در باشند. ∫دلخواه b

a

(Af(x) +Bg(x))dx = A

∫ b

a

f(x)dx+B

∫ b

a

g(x)dx

یعن دارد، بستگ انتگرال�گیری بازه به جمع به�طور انتگرال ∫(ت) b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+
∫ b

c

f(x)dx

آن�گاه f(x) ≤ g(x) باشیم داشته x ∈ [a, b] ازای به و a ≤ b اگر (ث)

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

(ث) و (ت) �های ویژگ ٢.۶ ل ش
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معین انتگرال ٢.۶ ١۵٢

مثلث نامساوی ∫∣∣∣∣(ج) b

a

f(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx

، یعن است، صفر صفر، حول متقارن بازه هر بر فرد تابع هر انتگرال (چ)
∫ a

−a

f(x)dx = ٠

آن مثبت نیمه بر انتگرال برابر دو صفر، حول متقارن بازه هر بر زوج تابع هر انتگرال (ح)
یعن است، ∫بازه a

−a

f(x)dx = ٢
∫ a

٠
f(x)dx

(ح) و (چ) �های ویژگ ٣.۶ ل ش

صورت این در باشد. T تناوب دوره با متناوب تابع ی f کنید فرض (خ)

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b+nT

a+nT

f(x)dx, n ∈ Z

∫(د) b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(a+ b− x)dx

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .۴.٢.۶ مثال

(i)
∫ ٢

−٢
(٢ + ۵x)dx, (ii)

∫ ٣

٠
(٢ + x)dx, (iii)

∫ ٣

−٣

√
٩ − x٢dx



Ho
sse
ini
–A
bd
i

١۵٣ آن کاربرد و انتگرال

دهید نشان .۵.٢.۶ ∣∣∣∣∣مثال
∫ √

٣

١

e−x sin x

x٢ + ١
dx

∣∣∣∣∣ ≤ π

١٢e

بر پیوسته تابع ی f کنید فرض انتگرال�ها). برای میانگین مقدار (قضیه ٢.٢.۶ قضیه
به�طوری�که دارد وجود [a, b] بازه به متعلق c مانند نقطه�ای صورت، این در باشد. [a, b]∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

مینیمم و ماکزیمم مقادیر است، [a, b] بازه بر پیوسته تابع f اینکه به توجه با برهان.
ازای به یعن �کند. م اختیار x = l و x = u مانند نقاط در به�ترتیب بازه این در را خود

داریم x ∈ [a, b] هر
m = f(l) ≤ f(x) ≤ f(u) =M,

داریم فوق بازه از P = {a, b} نقطه�ای دو افراز ازای به

آن زیر ر دی نصف و دارد قرار خط این بالای y = f(c) افق خط و y = f(x) بین مساحت ل۴.۶نصف ش
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معین انتگرال ٢.۶ ١۵۴

m(b− a) = L(f,P) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f,P) =M(b− a),

نوشت �توان م بنابراین

f(l) = m ≤ ١
b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤M = f(u).

طوری�که به است u و l بین c مانند نقطه�ای میان مقدار قضیه بنابر

f(c) =
١

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

مساحت با است برابر
∫ b

a

f(x)dx ،b و a بین c مانند عددی ازای به ر، دی عبارت به
.f(c) ارتفاع و b− a قاعده به مستطیل

تابع متوسط مقدار

y = f(c) خط بالای و y = f(x) منحن زیر مساحت که �شود م ملاحظه ۴.۶ ل ش از
مقدار حالت این در .y = f(c) خط زیر و y = f(x) منحن بالای مساحت با است برابر

�نامند. م [a, b] بازه در y = f(x) تابع متوسط“ ”مقدار را f(c)

f̄ با f متوسط مقدار باشد. [a, b] بر پیوسته تابع ی f کنید فرض .٣.٢.۶ تعریف
�شود م تعریف زیر ل ش به و نمایش

f̄ =
١

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

حاصل�ضرب برابر f نمودار زیر مساحت انتگرال�ها، برای میانگین مقدار قضیه بنابر
نمودار متوسط ارتفاع مفهوم به �توان م را f(c) لذا است. f(c) ارتفاع در [a, b] بازه طول

کرد. تلق f تابع

تابع f کنید فرض انتگرال�ها). برای یافته تعمیم میانگین مقدار (قضیه ٣.٢.۶ قضیه
ندهد. علامت تغییر [a, b] بازه در به�طوری�که باشد انتگرال�پذیر تابع g و [a, b] بر پیوسته
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١۵۵ آن کاربرد و انتگرال

به�طوری�که دارد وجود [a, b] بازه به متعلق c مانند نقطه�ای صورت، این ∫در b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.

آورید. بدست را [−π, π] بازه بر f(x) = ١ + sin x تابع متوسط مقدار .۶.٢.۶ مثال

آن برای میانگین مقدار قضیه که دهید ارائه ناپیوسته تابع ی از مثال .٧.٢.۶ مثال
برای میانگین مقدار قضیه که دهید ارائه ناپیوسته تابع ی از مثال همچنین باشد. برقرار

نباشد. برقرار آن

دهید نشان .٨.٢.۶ مثال

١
٣
≤
∫ π

٢

٠

sinx

٢ + cos x
dx ≤ ١

٢
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معین انتگرال ٢.۶ ١۵۶

پیوسته قطعه قطعه تابع

را f تابع باشد. حقیق اعداد از متناه مجموعه�ای c٠ < c١ < . . . < cn کنید فرض
قطعه قطعه بازه این بر است معین i = ٠, ١, . . . , n ،ci نقاط بعض جز ،[c٠, cn] بر که
داشته وجود [ci−١, ci] بازه بر Fi مانند پیوسته�ای تابع i هر ازای به هرگاه �نامیم م پیوسته

.f(x) = Fi(x) ،(ci−١, ci) بازه بر به�طوری�که باشد

پیوسته قطعه قطعه تابع ۵.۶ ل ش

�شود م تعریف زیر صورت به cn تا c٠ از f انتگرال حالت این در

∫ cn

c٠

f(x)dx =
n∑

i=١

∫ ci

ci−١

Fi(x)dx

بیابید. g(x) =
{
x٢ , ٠ ≤ x ≤ ١
x , ١ ≤ x ≤ ٢

آن در که را
∫ ٢

٠
g(x)dx انتگرال .٩.٢.۶ مثال

و بازه ی I کنید فرض انتگرال). و دیفرانسیل حساب اساس (قضیه ۴.٢.۶ قضیه
به را F : I → R تابع ،I از a مانند نقطه�ای ازای به باشد. پیوسته تابع f : I → R

مشتق�پذیر I بازه در F تابع صورت، این در �کنیم. م تعریف F (x) =
∫ x

a

f(t)dtصورت
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١۵٧ آن کاربرد و انتگرال

ر، دی عبارت به .∀x ∈ I, F ′(x) = f(x) و است

d

dx

(∫ x

a

f(t)dt
)

= f(x).

�طرفه ی مشتق بازه، مشمول انتهایی نقطه هر در باشد، بسته طرف دو یا ی در I بازه اگر
�شود. م منظور

داریم F (x) تابع برای مشتق تعریف از استفاده با برهان.

F ′(x) = lim
h→٠

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→٠

١
h

(∫ x+h

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt
)

= lim
h→٠

١
h

∫ x+h

x

f(t)dt = lim
h→٠

١
h
hf(c) = lim

c→x
f(c) = f(x),

است. h به وابسته و x+ h و x بین عددی c آن در که

مشتق بازه، ی روی شده تعریف پیوسته تابع هر انتگرال ،۴.٢.۶ قضیه به توجه با
یا f برای اولیه تابع باشد، f شده داده تابع برابر آن مشتق که تابع هر است. ری دی تابع

�نامیم. م f نامعین انتگرال
(F −G)′ = ٠ صورت، این در باشد. I بازه روی f برای ری دی اولیه تابع G کنید فرض
مقداری اندازه به f برای ر دی اولیه تابع هر یعن است. ثابت تابع F − G نتیجه در و
و کنیم اختیار I از b مانند ر دی نقطه�ای a نقطه به�جای اگر دارد. اختلاف F با ثابت

G(x)−F (x) و است f برای اولیه�ای تابع نیز G ،آن�گاه G(x) =
∫ x

b

f(t)dt کنیم فرض

است.
∫ a

b

f(t)dt ثابت مقدار برابر

اولیه�ای تابع ϕ :→ R و پیوسته تابع f : I → R بازه، ی I کنید فرض .۵.٢.۶ نتیجه
داریم b و a مانند I از نقطه دو هر ازای به صورت، این در باشد. f برای

∫ b

a

f(t)dt = ϕ(b)− ϕ(a). (١.۶)
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معین انتگرال ٢.۶ ١۵٨

داریم صورت این در .F (x) =
∫ x

a

f(t)dt کنید فرض برهان.

F (a) = ٠, F (b) =

∫ b

a

f(t)dt,

این در باشد. f برای اولیه�ای تابع ϕ کنید فرض حال است. برقرار نیز F ازای به م ح لذا
برقرار نیز ϕ برای م ح لذا است. ثابت عددی c آن در که ϕ(x) − F (x) = c صورت،

است.

f تابع برای میانگین مقدار قضیه از ری دی تعبیر �توان م (١.۶) رابطه از استفاده با
روی که باشد ذره�ای سرعت تابع f : [a, b] → R و زمان بازه [a, b] کنید فرض کرد. بیان
�دهیم، م نمایش F با که f برای اولیه�ای تابع صورت، این در �کند. م حرکت راست خط
بنابراین است. [a, b] زمان بازه ط ذره جابجایی میزان F (b)− F (a) و است ان م تابع

[a, b] زمان بازه ط ذره متوسط سرعت همان که است F (b)− F (a)

b− a
برابر f تابع میانگین

است.

∫تبصره. b

a

f(x)dx =

(∫
f(x)dx

) ∣∣∣b
a
= F (b)− F (a),

قلم از را نامعین انتگرال در c ثابت �کنیم، م محاسبه روش این با را معین انتگرال وقت
�شود. م حذف تفریق در ثابت این ، واق در �اندازیم. م

اگر لذا است. f(x) اولیه� تابع F (x) =

∫ x

a

f(t)dt ،۴.٢.۶ قضیه به توجه با تبصره.

بود. خواهد بازه آن در اولیه�ای تابع دارای آن�گاه باشد پیوسته بازه ی در تابع

بر �کند. م برقرار مشتق و نامعین انتگرال معین، انتگرال بین ارتباط ۴.٢.۶ قضیه نکته.
عمل یا پادمشتق عمل همان که �کنند م تعریف را تابع نامعین انتگرال ارتباط، این اساس

است. اولیه تابع یافتن

آن�گاه باشند پیوسته تابع f و x حسب بر مشتق�پذیر توابع v و u اگر تبصره.

d

dx

(∫ v(x)

u(x)

f(t)dt

)
= v′(x)f(v(x))− u′(x)f(u(x)).
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١۵٩ آن کاربرد و انتگرال

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١٠.٢.۶ مثال

(i)
∫ a

٠
x٢dx, (ii)

∫ ٢

−١
(x٢ − ٣x+ ٢)dx,

(iii)
∫ ۴

−٣
|x+ ٢|dx, (iv)

∫ ٣

−٣
ln(x+

√
x٢ + ١)dx,

(v)
∫ ١

−١

dx√
۴ − x٢

, (vi)
∫ ٠

−٢

dx
۴ + x٢

آورید. بدست را زیر توابع مشتق .١١.٢.۶ مثال

(i) F (x) =
∫ ٣

x

e−t٢dt (ii) G(x) = x٢
∫ ۵x

−۴
e−t٢dt,

(iii) H(x) =

∫ x٣

x٢
e−t٢dt, (iv) U(x) = x٢

∫ √
x

١
x

cos t٢dt, (x > ٠)

(v) V (x) =

{
١
x

∫ x

٠ sin t٢dt , x ̸= ٠,
٠ , x = ٠

کنید. محاسبه را زیر حدود .١٢.٢.۶ مثال

(i) lim
n→∞

١
n

n∑
j=١

cos

(
jπ

٢n

)
,

(ii) lim
n→∞

(
n

n٢ + ١
+

n

n٢ + ۴
+ · · ·+ n

٢n٢

)
,

(iii) lim
x→٠

١
x٣

∫ x٢

٠
sin

√
tdt,

(iv) lim
x→∞

(∫ x

٠ e
t٢dt
)٢∫ x

٠ e
٢t٢dt

کنید. حل را f(x) = π + π

∫ x

١
f(t)dt انتگرال معادله .١٣.٢.۶ مثال

و باشد پیوسته تابع f ،x > ١ ازای به کنید فرض .١۴.٢.۶ مثال

f(x) = ١ +
١
x

∫ x

١
f(t)dt.
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معین انتگرال ٢.۶ ١۶٠

بیابید. را f تابع ضابطه
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١۶١ آن کاربرد و انتگرال

پیوسته [a, b] نقاط همه در f آن در که
∫ b

a

f(x)dx ل ش به انتگرال�های درباره نکته.

آن�گاه x ̸= ٠ اگر �دانیم م مثال، عنوان به ندید. دست از را احتیاط جانب نیست،

درستنیستبنویسیم است فرد تابع ١
x
اینکه صرف به وجود، این با . d

dx
ln |x| = ١

x∫ ١

−١

dx
x

= ln |x|
∣∣∣١
−١

= ٠,

نیست. انتگرال�پذیر [٠, ١] یا [−١, ٠] بر و است حد فاقد و نامعین x = ٠ در ١
x
، واق در

نامعین انتگرال ٣.۶

گویند f تابع مشتق) (پاد اولیه تابع را F مانند تابع شد، بیان قبل بخش در که همان�طور
.F ′(x) = f(x) هرگاه

،c ثابت عدد هر ازای به آن�گاه باشد f اولیه تابع F (x) اگر فوق، تعریف به توجه با
است. f اولیه� تابع نیز F (x) + c

تابع نامعین انتگرال را F (x)+ c �های منحن دسته آن�گاه باشد f(x) اولیه تابع F (x) هرگاه

واق در �دهند. م نشان
∫
f(x)dx نماد با و گویند f(x)

∫
f(x)dx = F (x) + c

علامت تابع و جزءصحیح مانند توابع ، واق در نیست. اولیه تابع دارای تابع هر نکته.
اولیه تابع ول هستند اولیه تابع دارای توابع از بعض همچنین، نیستند. اولیه تابع دارای

،sinx
x

،e−x٢ توابع مثال، عنوان به نیست. بیان قابل مقدمات توابع از استفاده با آن�ها

اولیه تابع ول هستند اولیه تابع دارای (٠ < k < ١)
√

١ − k٢ sin٢ x و ١
lnx

،cos x
x

که: �پذیریم م اثبات بدون اما نیست. مقدمات توابع حسب بر بیان قابل آن�ها،
نامعین انتگرال دارای بنابراین و است اولیه تابع دارای باشد، پیوسته I فاصله در f تابع اگر

بود. خواهد
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١۶٢

داریم نامعین انتگرال تعریف از تبصره.

(i)
(∫

f(x)dx
)′

= f(x), (ii) d
(∫

f(x)dx
)

= f(x)dx,

(iii)
∫
dF (x) = F (x) + c

خاصیت دارای نیز نامعین انتگرال شد، بیان معین انتگرال� برای که همان�طور تبصره.
یعن است، خط

∀α, β ∈ R :

∫ (
αf(x) + βg(x)

)
dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx.

انتگرال�گیری روش�های ۴.۶

مشتق فرمول�های از مستقیم استفاده ١.۴.۶

به�طور �توان م را توابع از بسیاری انتگرال ،
∫
f ′(x)dx = f(x) + c اینکه به توجه با

است: شده داده مهم فرمول�های برخ زیر جدول در کرد. محاسبه ∫مستقیم
xndx = xn+١

n+١ + c, n ̸= −١
∫ dx√

a٢−x٢
= sin−١ x

a
+ c∫ dx

x
= ln |x|+ c

∫
sinhxdx = cosh x+ c∫

sinxdx = − cos x+ c
∫
coshxdx = sinh x+ c∫

cosxdx = sin x+ c
∫
sinhxdx = cosh x+ c∫

(١ + tan٢ x)dx = tan x+ c
∫
tanhxdx = ln coshx+ c∫

(١ + cot٢ x)dx = − cotx+ c
∫
cothxdx = ln | sinhx|+ c∫

tanxdx = − ln | cosx|+ c
∫ dx√

x٢+a٢
= sinh−١ x

a
+ c∫

cotxdx = ln | sinx|+ c
∫ dx√

x٢−a٢
= cosh−١ x

a
+ c∫

exdx = ex + c∫
axdx = ax

ln a
+ c∫ dx

a٢+x٢ = ١
a
tan−١ x

a
+ c



Ho
sse
ini
–A
bd
i

١۶٣ آن کاربرد و انتگرال

روشتعویضمتغیر ٢.۴.۶

J و I آن در که باشند معلوم توابع F : J → R و ϕ : I → R فرضکنید .١.۴.۶ قضیه
.F ′(x) = f(x) و است پیوسته مشتق با مشتق�پذیر F .ϕ(I) ⊂ J و هستند R در بازه�هایی

، یعن است، (f ◦ ϕ)′ · ϕ′ برای اولیه�ای تابع F ◦ ϕ صورت، این ∫در
(f ◦ ϕ)(x) · ϕ′(x)dx = (F ◦ ϕ)(x). (٢.۶)

نوشت �توان م زنجیره�ای قاعده از استفاده با برهان.

d

dx
(F (ϕ(x)) = F ′(ϕ(x)) · ϕ′(x) = f(ϕ(x)) · ϕ′(x).

نوشت زیر صورت به �توان م را (٢.۶) رابطه u = ϕ(x) فرض ∫با
(f ◦ ϕ)(x) · ϕ′(x)dx =

∫
f(u)du.

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١.۴.۶ مثال

(i)
∫ (

١
πx

+ aπx
)

dx, (ii)
∫

x

١ + x۴dx, (iii)
∫
ex
√

١ + exdx,

(iv)
∫

dx
x٢ + ۴x+ ۵

, (v)
∫

dx√
e٢x − ١

, (vi)
∫

ex + ١
ex − ١

dx,

(vii)
∫

dx
ex + ١

, (viii)
∫

dx
ex + e−x

, (ix)
∫

sin٣(lnx) cos٣(lnx)

x
dx,

(x)
∫

sin٣ x

cos۵ x
dx, (xi)

∫
dx

√
x
√

١ +
√
x
, (xii)

∫
sinx

sinx+ cos x
dx,



Ho
sse
ini
–A
bd
i

انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١۶۴
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١۶۵ آن کاربرد و انتگرال

و باشد پیوسته مشتق با مشتق�پذیر ،ϕ : [α, β] → R کنید فرض .٢.۴.۶ قضیه

ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, ϕ([α, β]) ⊆ I = [a, b].

صورت این در باشد. پیوسته تابع f : I → R کنید فرض ∫همچنین β

α

f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(u)du. (٣.۶)

صورت این در باشد. f برای اولیه تابع ی F کنید فرض برهان.

∫ β

α

f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx = F (ϕ(x))
∣∣∣β
α
= F (ϕ(β))− F (ϕ(α))

= F (b)− F (a) = F (u)
∣∣∣b
a
=

∫ b

a

f(u)du.

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .٢.۴.۶ مثال

(i)
∫ ٨

٠

cos
√
x+ ١√

x+ ١
dx, (ii)

∫ e٢

e

dt
t ln t

, (iii)
∫ π٢

٩

π٢
١۶

٢sin
√
x cos

√
x√

x
dx,

(iv)
∫ ln ٢

٠

eu

۴ + e٢u
du, (v)

∫ ۴√e

١

tan٢(π lnx)

x
dx

پیوسته تابع هر ازای به که دهید نشان x = π− u متغیر تغییر از استفاده با .٣.۴.۶ مثال
داریم [٠, ١] بر f ∫بر π

٠
xf(sinx)dx =

π

٢

∫ π

٠
f(sinx)dx
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١۶۶
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١۶٧ آن کاربرد و انتگرال

جزء به انتگرال�گیریجزء ٣.۴.۶

مشتق برای لایبنیتس دستور به توجه با باشند. مشتق�پذیر توابع v و u کنید فرض
داریم تابع دو حاصل�ضرب

d

dx
(u(x)v(x)) = u(x)

dv(x)

dx
+ v(x)

du(x)

dx
,

حساب اساس قضیه به بنا باشند، داشته وجود [a, b] بازه روی dv(x)

dx
و du(x)

dx
اگر

نوشت �توان م انتگرال و ∫دیفرانسیل b

a

u(x)
dv(x)

dx
dx+

∫ b

a

v(x)
du(x)

dx
dx =

∫ b

a

d

dx
(u(x)v(x))dx = u(b)v(b)−u(a)v(a),

داریم معادل به�طور یا

∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

v(x)u′(x)dx,

گویند. معین انتگرال برای جزء به جزء روش به انتگرال�گیری دستور را فوق تساوی
لذا است. u′(x)v(x) + u(x)v′(x) تابع برای اولیه�ای تابع u(x)v(x) شرایط، همین ∫تحت

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
v(x)u′(x)dx,

است. معروف نامعین انتگرال برای جزء به جزء انتگرال�گیری دستور به فوق تساوی

v′ و u عامل دو حاصل�ضرب به طوری را انتگرال�ده روش، این از استفاده هنگام ∫نکته.
v(x)u′(x)dx انتگرال محاسبه و شود محاسبه به�آسان v′ انتگرال که �کنیم م تجزیه

به جزء انتگرال�گیری دلیل این به را روش این باشد.
∫
u(x)v′(x)dx انتگرال از ساده�تر

نشده) (محاسبه انتگرال ی و شده انتگرال�گیری عبارت ی مجموع که �نامیم م جزء
�دهد. م نتیجه را اولیه انتگرال از جزئ فقط یعن �کند، م مفروض انتگرال زین جای را
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١۶٨

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .۴.۴.۶ مثال

(i)
∫

lnxdx, (ii)
∫
x٢ sinxdx, (iii)

∫
x tan−١ xdx,

(iv)
∫

sin−١ xdx, (v)
∫
eax cos bxdx, (vi)

∫
sin١)٢ + ln x)dx,
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١۶٩ آن کاربرد و انتگرال

یا نمایی تابع ی در چندجمله�ای ی حاصل�ضرب صورت به انتگرال�ده اگر نکته.
و u را چندجمله�ای گرفت، انتگرال به�راحت آن از بتوان که باشد ری دی تابع یا مثلثات

�کنیم. م اختیار dv را بقیه

که باشد ری دی تابع یا مثلثات معکوس تابع ی یا اریتم ل حاوی انتگرال�ده اگر نکته.
بقیه و u را تابع آن شود، محاسبه به�آسان آن مشتق ول گرفت، انتگرال آن از نتوان به�آسان

یرید ب نظر در را زیر انتگرال مثال، عنوان به �گیریم. م dv برابر را

I =

∫
sec٣ xdx,

داریم sec٢ xdx = dv و u = sec x انتخاب با

du = sec x · tanxdx, v = tan x,

بنابراین

I = sec x · tanx−
∫

secx · tan٢ xdx = secx tanx−
∫

sec x(sec٢ x− ١)dx

= sec x · tanx−
∫

sec٣ xdx+
∫

sec xdx

= sec x · tanx− I + ln | secx+ tan x|+ c,

داریم لذا

I =
١
٢
sec x · tan x+ ١

٢
ln | secx+ tanx|+ c.

جزء به جزء انتگرال�گیری روش جدول). یل تش روش به جزء به جزء (انتگرال�گیری نکته
طوری f تابع اگر برد. به�کار

∫
f(x)g(x)dx ل ش به انتگرال�هایی مورد در �توان م را

هیچ بدون بتوان هم g از و شود صفر گرفتن مشتق� مرحله متناه تعداد از بعد که باشد
انجام جدول یل تش کم به را انتگرال�گیری �توان م آن�گاه گرفت انتگرال بارها ل مش

یرید: ب نظر در را
∫
x٢exdx انتگرال مثال، عنوان به داد.
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٧٠

بیابید n = ٠, ١, . . . ،In =

∫ π
٢

٠
cosn xdx انتگرال برای بازگشت رابطه�ای مثال۵.۴.۶.

کنید. محاسبه را I٧ و I۶ مقادیر آن، از استفاده با و

بیابید. زیر انتگرال برای بازگشت رابطه�ای .۶.۴.۶ مثال

In =

∫
xndx√
١ − x٢

کنید. محاسبه را زیر حدود .٧.۴.۶ مثال

(i) lim
n→∞

∫ ١

٠

nxn−١dx
١ + x

,

(ii) lim
n→∞

n
√
n!

n

نشان ،f(a) = f(b) = ٠ و باشد مشتق�پذیر بار دو [a, b] بر f تابع اگر .٨.۴.۶ مثال
∫دهید b

a

(x− a)(b− x)f ′′(x)dx = −٢
∫ b

a

f(x)dx
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٧٢

گویا توابع انتگرال ۴.۴.۶

گویا تابع را هستند چندجمله�ای Q(x) و P (x) آن در که f(x) = P (x)

Q(x)
ل ش به تابع هر

تقسیم با باشد، بیشتر کسر مخرج درجه از کسر صورت درجه اگر �نامند. م (کسری)
نوشت زیر ل ش به �توان م را f(x) گویای تابع آن، مخرج به کسر صورت

f(x) =
P (x)

Q(x)
= P١(x) +

P٢(x)

Q(x)
,

با است. کمتر Q(x) درجه از P٢(x) درجه و بوده چندجمله�ای P٢(x) و P١(x) آن در که
�است کاف

∫
f(x)dx محاسبه برای �شود، م محاسبه به�آسان

∫
P١(x)dx اینکه به توجه

P (x) درجه کرد فرض �توان م کلیت به خلل بدون کرد. محاسبه را
∫
P٢(x)

Q(x)
dx انتگرال

کرد. محاسبه را
∫
P (x)

Q(x)
dx انتگرال زیر قضیه از استفاده با و است کمتر Q(x) درجه از

درجه و باشند حقیق ضرایب با حقیق چندجمله�ای دو Q و P فرضکنید .٣.۴.۶ قضیه
صورت این در باشد. Q درجه از کمتر P

و x− ai مانند حقیق خط عوامل ،k مانند ثابت حاصل�ضرب به را Q(x) �توان م (الف)
بعض کرد. تجزیه ندارند، حقیق ریشه که x٢ + bix+ ci مانند دوم درجه عوامل

یعن شوند، تکرار است ن مم دوم درجه و خط عوامل از

Q(x) = k(x− a١)
m١(x− a٢)

m٢ . . . (x− aj)
mj

×(x٢ + b١x+ c١)
n١(x٢ + b٢x+ c٢)

n٢ . . . (x٢ + bkx+ ck)
nk .

است. m١ +m٢ + . . .+mj + ٢n١ + ٢n٢ + . . .+ ٢nk برابر Q(x) درجه

بیان جزئ کسرهای مجموع صورت به زیر شرح به �توان م را P (x)
Q(x)

گویای تابع (ب)

کرد

حاوی بالا تجزیه دارد، قرار Q(x) در که (x−a)m عوامل از ی هر با متناظر (i)
است زیر ل ش به جزئ کسرهای مجموع

A١

x− a
+

A٢

(x− a)٢
. . .+

Am

(x− a)m
,
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١٧٣ آن کاربرد و انتگرال

بالا تجزیه دارد، قرار Q(x) در که (x٢+ bx+ c)n عوامل از ی هر با متناظر (ii)
است زیر ل ش به جزئ کسرهای مجموع حاوی

B١x+ C١

x٢ + bx+ c
+

B٢x+ C٢

(x٢ + bx+ c)٢
+ . . .+

Bnx+ Cn

(x٢ + bx+ c)n
,

با �توان م را Cn ،. . . ،C٢ ،C١، Bn ،. . . ،B٢ ،B١، Am ،. . . ،A٢ ،A١ ثابت�های
مشابه توان�های ضرایب دادن قرار مساوی و تجزیه در موجود کسرهای کردن جم

کرد. تعیین P (x) چندجمله�ای در و حاصل کسر صورت در x

داریم کار و سر زیر صورت به انتگرال نوع چهار با P (x)
Q(x)

محاسبه در

•
∫

dx
x− a ∫

dx
x− a

= ln |x− a|+ c,

•
∫

dx
(x− a)n

, (n ̸= ١)

∫
dx

(x− a)n
=

١
(١ − n)(x− a)n−١ + c, n ̸= ١,

•
∫

Bx+ C

x٢ + bx+ c
dx

∫
Bx+ C

x٢ + bx+ c
dx =

B

٢

∫
٢x+ b

x٢ + bx+ c
dx+

(
C − Bb

٢

)∫
dx

x٢ + bx+ c

=
B

٢
ln |x٢ + bx+ c|

+

(
C − Bb

٢

)
١√
c− b٢

۴

tan−١

 x+ b
٢√

c− b٢

۴

+ α,

•
∫

Bx+ C

(x٢ + bx+ c)n
dx

∫
Bx+ C

(x٢ + bx+ c)n
dx =

B

٢

∫
٢x+ b

(x٢ + bx+ c)n
dx+

(
C − Bb

٢

)∫
dx

(x٢ + bx+ c)n
,
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٧۴

انتگرال �است کاف بنابراین است. محاسبه قابل به�آسان
∫

٢x+ b

(x٢ + bx+ c)n
dx انتگرال

داریم a =
√
c− b٢

۴ و t = x+
b

٢
فرض با کنیم. محاسبه را In =

∫
dx

(x٢ + bx+ c)n

In =

∫
dt

(t٢ + a٢)n
=

١
a٢

∫
dt

(t٢ + a٢)n−١ − ١
a٢

∫
t٢

(t٢ + a٢)n
dt

=
١
a٢In−١ −

١
a٢

∫
t٢

(t٢ + a٢)n
dt.

صورت این در .dv =
tdt

(t٢ + a٢)n
و u = t کنید فرض

du = dt, v =
١

١)٢ − n)(t٢ + a٢)n−١ ,

داریم بنابراین

In =
١
a٢

(
In−١ −

t

٢(n− ١)(t٢ + a٢)n−١ +
١

١)٢ − n)

∫
dt

(t٢ + a٢)n−١

)
=

١
a٢

[(
١ − ١

٢(n− ١)

)
In−١ +

t

٢(n− ١)(t٢ + a٢)n−١

]
.

صورت به جزئ کسرهای به تجزیه�ای دارای P (x)
Q(x)

اگر نکته.

P (x)

Q(x)
=

A١

x− a١
+

A٢

x− a٢
. . .+

An

x− an
,

دارد. وجود An ،. . . ،A٢ ،A١ ثابت�های تعیین برای روش دو باشد،

�آوریم م بدست S(x)
Q(x)

مانند جدیدی کسر و کرده جم هم با را کسرها اول: روش

است. Q(x) درجه از کمتر واحد ی درجه با چندجمله�ای ی S(x) آن در که
P (x) چندجمله�ای دو که بود خواهد ی هنگام P (x)

Q(x)
اولیه کسر با جدید کسر

دادن قرار مساوی از حاصل خط معادلات دستگاه حل از باشند. سان ی S(x) و
،. . . ،A٢ ،A١ ثابت�های S(x) و P (x) چندجمله�ای دو در x مشابه توان�های ضرایب

�آیند. م بدست An
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داریم x− aj عبارت در جزئ کسرهای به تجزیه طرفین ضرب با دوم: روش

(x− aj)
P (x)

Q(x)
= A١

x− aj
x− a١

+ A٢
x− aj
x− a٢

+ . . .+ Aj−١
x− aj
x− aj−١

+Aj + Aj+١
x− aj
x− aj+١

+ . . .+ An
x− aj
x− an

.

�شوند. م صفر x = aj ازای به ،Aj یعن jام، جمله جز راست طرف جملات همه
داریم ١ ≤ j ≤ n ازای به بنابراین،

Aj = lim
x→aj

(x− aj)
P (x)

Q(x)

=
P (aj)

(aj − a١)(aj − a٢) . . . (aj − aj−١)(aj − aj+١) . . . (aj − an)
.

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .٩.۴.۶ مثال

(i)
∫
x٣ + ٣x٢

x٢ + ١
dx, (ii)

∫
x

٢x− ١
dx, (iii)

∫
x+ ۴

x٢ − ۵x+ ۶
dx,

(iv)
∫

٢ + ٣x+ x٢

x(x٢ + ١)
dx, (v)

∫
١

x٣ + ١
dx, (vi)

∫
x− ١

(x٢ + ٢x+ ٢(٣
dx,
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٧۶
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اصم توابع انتگرال ۵.۴.۶

تابع R آن در که است
∫
R(x, x

m
n , . . . , x

r
s )dx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه هدف

اعدادی . . . ،s ،r ،n ،m و است x صحیح توان�های و x r
s . . . ،xm

n عبارت�های از گویا
با باشد، r

s
،. . . ،m

n
کسرهای مخرج مشترک مضرب ترین کوچ k اگر هستند. صحیح

و شده تبدیل t از صحیح توان�های به x کسری توان�های x = tk یا t = x
١
k متغیر تغییر

را انتگرال این که �شود م نوشته t از گویا تابع صورت به انتگرال داخل عبارت نتیجه در
کرد. محاسبه قبل بخش در شده بیان روش�های از استفاده با �توان م

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١٠.۴.۶ مثال

(i)
∫

dx√
x(۴ + ٣

√
x)
, (ii)

∫
x

١
٢

١ + x
٣
۴
dx, (iii)

∫ √
x

١ + ۴
√
x
dx
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٧٨

ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای ∫تبصره.
R

(
x,
(ax+ b

cx+ d

)m
n
, . . . ,

(ax+ b

cx+ d

) r
s

)
dx

صحیح توان�های و
(ax+ b

cx+ d

) r
s ،. . . ،

(ax+ b

cx+ d

)m
n عبارت�های از گویا تابع R آن در که

�کنیم: م عمل زیر صورت به هستند صحیح اعدادی . . . ،s ،r ،n ،m و است x
متغیر تغییر با باشد، r

s
،. . . ،m

n
کسرهای مخرج مشترک مضرب ترین کوچ k اگر

با �توان م را انتگرال این که �آید م بدست t حسب بر گویا تابع ی ax+ b

cx+ d
= tk

کرد. محاسبه قبل بخش در شده بیان روش�های از استفاده

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١١.۴.۶ مثال

(i)
∫ √

١ + x

١ − x

dx
x
, (ii)

∫
x√

x+ ١ + ٣
√
x+ ١

dx, (iii)
∫ √

x+ ١ −
√
x− ١√

x+ ١ +
√
x− ١

dx
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مثلثات توابع انتگرال ۶.۴.۶

گویا تابع ی R که حالت در
∫
R(sinx, cos x)dx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای

بنابراین �کنیم. م استفاده t = tan
x

٢
متغیر تغییر از باشد cos x و sin x توابع از

dt =
١
٢

(
١ + tan٢ x

٢

)
dx =

١
٢
(١ + t٢)dx⇒ dx =

٢dt
١ + t٢

,

و
sin x =

٢ tan x
٢

١ + tan٢ x
٢
=

٢t
١ + t٢

, cos x =
١ − tan٢ x

٢

١ + tan٢ x
٢
=

١ − t٢

١ + t٢
.

نوشت �توان م ∫لذا
R(sinx, cosx)dx =

∫
R

(
٢t

١ + t٢
,
١ − t٢

١ + t٢

)
٢dt

١ + t٢
,

است. گویا تابع ی انتگرال راست، سمت انتگرال آن در که

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١٢.۴.۶ مثال

(i)
∫

dx
sin x

, (ii)
∫

dx
٢ + sinx+ cos x

, (iii)
∫

dx
١ + sin٢ x
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٨٠∫
R(cosx) sin xdx یا

∫
R(sinx) cos xdx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای تبصره.

�کنیم. م استفاده t = cos x و t = sinx متغیرهای تغییر از به�ترتیب

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١٣.۴.۶ مثال

(i)
∫

dx
sinx

, (ii)
∫

cos٣ x

sin۴ x
dx

سه m,n ∈ Z آن در که
∫

sinm x cosn xdx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای تبصره.

�گیریم م نظر در را زیر حالت

t = cosx یا t = sin x متغیر تغییر با باشند، فرد n و m اعداد از ی حداقل اگر (الف)
صورت این در .n = ٢k+١ فرضکنید مثال، عنوان به �کنیم. م محاسبه را انتگرال

sinm x cosn x = sinm x(١ − sin٢ x)k cos x = R(sinx) cos x,

�شود. م محاسبه انتگرال مقدار ،t = sin x متغیر تغییر از استفاده با که

n = ٢k و m = ٢lفرض با صورت این در باشند. زوج و نامنف دو هر n و m اگر (ب)
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١٨١ آن کاربرد و انتگرال

داریم

sinm x cosn x =

(
١ − cos ٢x

٢

)l(١ + cos ٢x
٢

)k

,

فرد و زوج توان�های با cos ٢x جملات به پرانتزها، ضرب و رساندن به�توان از پس
توان�های با جملات برای و (الف) حالت از فرد توان�های با جملات برای �رسیم. م

�کنیم. م استفاده (ب) حالت از زوج

t = tan x متغیر تغییر از آن�گاه باشد منف آن�ها از ی حداقل و بوده زوج n mو اگر (پ)
�کنیم. م استفاده t = cotx یا

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١۴.۴.۶ مثال

(i)
∫

cos۴ xdx, (ii)
∫

dx
sin۴ x
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انتگرال�گیری روش�های ۴.۶ ١٨٢∫
R(sin٢ x, cos٢ x)dx یا

∫
R(tanx)dx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای تبصره.

توابع انتگرال�های به زیر صورت به را انتگرال�ها این ،t = tan x متغیر تغییر از استفاده با
�کنیم: م تبدیل t حسب بر گویا

dt = (١ + tan٢ x)dx = (١ + t٢)dx⇒ dx =
dt

١ + t٢
,

و
sin٢ x =

tan٢ x

١ + tan٢ x
=

t٢

١ + t٢
, cos٢ x =

١
١ + tan٢ x

=
١

١ + t٢
.

نوشت �توان م ∫لذا
R(tanx)dx =

∫
R(t)

١ + t٢
dt,

∫و
R(sin٢ x, cos٢ x)dx =

∫
R

(
t٢

١ + t٢
,

١
١ + t٢

)
dt

١ + t٢
.

کنید. محاسبه را زیر انتگرال�های .١۵.۴.۶ مثال

(i)
∫

cot۵ xdx, (ii)
∫

tan٢ x sin٢ xdx
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١٨٣ آن کاربرد و ∫انتگرال
sinmx sinnxdx ،

∫
sinmx cosnxdx ل ش به انتگرال�هایی محاسبه برای تبصره.

�کنیم م استفاده زیر روابط از
∫

cosmx cosnxdx یا

sinmx cosnx =
١
٢
[sin(m+ n)x+ sin(m− n)x] ,

cosmx cosnx =
١
٢
[cos(m+ n)x+ cos(m− n)x] ,

sinmx sinnx =
١
٢
[cos(m− n)x− cos(m+ n)x]

کنید. محاسبه را
∫

sin x cos ٣xdx انتگرال .١۶.۴.۶ مثال
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٨۴

انتگرال کاربردهای ۵.۶

در و مهندس علوم ، شناس زیست اقتصاد، ، فیزی ریاضیات، در بسیاری کمیت�های
بر علاوه داد. نمایش انتگرال با مناسبی به�طور �توان م را کم علم هر در حقیقت
معین انتگرال تعریف بخش انگیزه که مساله�ای یعن ، مسط نواح مساحت اندازه�گیری
نیرو، رویه�ها، مساحت خم�ها، طول اجسام، حجم برای را معین انتگرال�های �توان م بود،
کمیت�های از طیف و پرداخت�ها جریان در پول ارزش احتمالات، فشار، انرژی، کار،

برد. به�کار هستند، ارز هم نمودار زیر مساحت محاسبه با به�نحوی که ر دی

مسط نواح مساحت ١.۵.۶

قائم مختصات در ناحیه ی مساحت

و کرده بیان مسط نواح مساحت محاسبه برای را معین انتگرال کاربرد بخش، این ∫در b

a

f(x)dx شد، ملاحظه معین انتگرال هندس تعبیر در که همان�طور �دهیم. م تعمیم آن�را

البته �گیرد م اندازه x = b تا x = a از را xها محور و f نمودار بین محصور ناحیه مساحت
�دهد. م نتیجه منف علامت با دارد قرار xها محور زیر که را مساحت این از قسمت هر
یعن ،x = b و x = a ،y = ٠ ،y = f(x) بین محصور ناحیه کل مساحت بیان برای

یریم ب انتگرال f قدرمطلق از باید مثبت، علامت با مساحت�ها همه احتساب

۶.۶ ل ش

∫ b

a

f(x)dx = A١ − A٢,

∫ b

a

|f(x)|dx = A١ + A٢,
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١٨۵ آن کاربرد و انتگرال

انتگرال این باید حقیقت در ندارد. وجود
∫ b

a

|f(x)|dx انتگرال محاسبه برای قاعده�ای

بنابراین، (و f(x) > ٠ آن�ها در که بازه�هایی بر انتگرال�ها از مجموع صورت به را
(|f(x)| = −f(x) بنابراین، (و f(x) < ٠ آن�ها در که بازه�هایی و (|f(x)| = f(x)

کرد. تجزیه

منحن دو بین محصور سط

خطوط و y = g(x) و y = f(x) پیوسته توابع نمودارهای بین R مسط ناحیه کنید فرض
باشیم داشته [a, b] بازه بر کنید فرض همچنین باشد. محصور x = b و x = a قائم
داشته [a, b] بازه بر اگر گیرد. قرار g نمودار زیر f نمودار ر دی عبارت به .f(x) ≤ g(x)

g نمودار زیر و xها محور بالای ناحیه مساحت با است برابر R مساحت ،f(x) ≥ ٠ باشیم
، یعن ،f نمودار زیر و xها محور بالای مساحت منهای

A =

∫ b

a

g(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

(g(x)− f(x))dx,

R ناحیه سط نمودار–عنصر دو بین محصور R ناحیه ٧.۶ ل ش

انتگرال) (یعن ”مجموع“ صورت به را A بالا، رابطه که کرد تصور این�طور �توان م
سط عنصر نامتناه تعدادی

dA = (g(x)− f(x))dx,

مساحت ، سط عنصرهای از ی هر گرفته�اند. قرار b و a بین xها آن، در که �کند م بیان
حت است x نقطه در g(x)− f(x) ارتفاع و dxعرض به باری بی�نهایت قائم مستطیل
مساحت برای آمده بدست فرمول تعبیر این کنند، اختیار منف مقادیر [a, b] بازه بر g و f اگر
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٨۶

این در زیرا .f(x) ≤ g(x) باشیم داشته [a, b] بازه بر اینکه بر مشروط �سازد م معتبر را
دادن نشان برای انتگرال از استفاده است. مثبت مساحت دارای سط عنصر هر صورت،
آن کوچ تکه�های مجموع صورتمجموععنصرهایدیفرانسیل(یعن به کمیت ی
خواهیم استفاده آن از رراً م بعد بخش�های در که است سودمندی بسیار رهیافت کمیت)

کرد.
به قائم مستطیل آن�گاه کنیم پوش چشم f(x) ≤ g(x) محدودیت از اگر ، کل حالت در
|f(x) − g(x)| ارتفاع دارای دارد قرار g و f نمودارهای بین که x ان م در dx عرض

با است برابر آن مساحت بنابراین است.

dA = |f(x)− g(x)|dx.

x = a قائم خطوط و y = g(x) و y = f(x) نمودارهای بین واق ناحیه کل مساحت لذا
�شود م بیان زیر رابطه از استفاده با (٨.۶ ل (ش x = b و

A =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx

یا f(x) > g(x) آ�ن�ها بر که کنیم تعیین را بازه�هایی باید انتگرال این محاسبه برای
تجزیه بازه�ها این بر انتگرال�هایی مجموع صورت به را بالا انتگرال سپس .f(x) < g(x)

کنیم.

y = g(x) و y = f(x) بین ناحیه برای سط عنصر ی ٨.۶ ل ش

را x = ١ خط و xها محور ،y = tan−١ x تابع نمودار به محدود مساحت .١.۵.۶ مثال
آورید. بدست
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١٨٧ آن کاربرد و انتگرال

y = sin x نمودار بالای ،x =
π

۴
خط yها، محور به محدود ناحیه مساحت مثال۵.۶.٢.

آورید. بدست را y = cos x نمودار زیر و

را x + y = ١ و √
x +

√
y = ١ �های منحن بین محصور سط اندازه .٣.۵.۶ مثال

بیابید.

و y٢ = ٢x تابع نمایش منحن دو بین که صفحه از ناحیه�ای مساحت .۴.۵.۶ مثال
کنید. محاسبه را دارد قرار x٢ + y٢ = ٣ دایره درون و x٢ = ٢y
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٨٨

باشند معلوم منحن پارامتری معادلات وقت ناحیه ی مساحت

از که باشد بسته جهتدار منحن ی
{
x = f(t),

y = g(t),
پارامتری نمایش با C منحن اگر

منحن روی متحرک اگر که باشد طوری منحن جهت و �شود م رسم [α, β] بازه در t تغییر
سط مساحت آن�گاه گیرد قرار متحرک چپ سمت در منحن داخل ناحیه کند حرکت

�آید م بدست زیر روابط از ی توسط منحن داخل

A =

∫ β

α

g′(t)f(t)dt,

A = −
∫ β

α

g(t)f ′(t)dt,

A =
١
٢

∫ β

α

[g′(t)f(t)− g(t)f ′(t)]dt

بیابید. را
{
x = a cos t,

y = b sin t,
بیض مساحت .۵.۵.۶ مثال

a > ٠ آن در که
{
x = a cos٣ t,

y = a sin٣ t,
پارامتری منحن توسط محدود مساحت مثال۶.۵.۶.

بیابید. را ،٠ ≤ t ≤ ٢π }و
x = at− a sin t,

y = a− a cos t,
چرخ�زاد طاق ی زیر و xها، محور بالای مساحت مثال۵.۶.٧.

بیابید. را
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١٨٩ آن کاربرد و انتگرال
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٩٠

مختصاتقطبی در ناحیه ی مساحت

نیم�خط دو و r = f(θ) قطبی نمودار به محصور که R مانند ناحیه�ای مساحت یافتن هدف
است. θ = β و θ = α

P = {θ٠, θ١, . . . , θn} اگر باشد. نامنف و پیوسته [α, β] بازه در r = f(θ) کنید فرض
∆θi = θi − θi−١ و α = θ٠ < θ١ < . . . < θn = β آن�گاه باشد [α, β] بازه از افرازی
باشد. θi و θi−١ بین دلخواه زاویه�ای ξi کنید فرض است. θ = θi و θ = θi−١ بین زاویه
برابر تقریبی به�طور θ = θi و θ = θi−١ حامل شعاع دو و منحن به محصور ناحیه مساحت
این که ∆θi مرکزی زاویه به و f(ξi) شعاع ،O مرکز به دایره از قطعه�ای مساحت با است

است. ∆Ai =
١
٢f

٢(ξi)∆θi برابر نیز مقدار

قطبی مختصات در سط عنصر ٩.۶ ل ش

با است برابر تقریباً A ناحیه مساحت لذا

A ≈
n∑

i=١

∆Ai =
n∑

i=١

١
٢
f ٢(ξi)∆θi,

A مساحت به بالا مجموع آن�گاه باشد بزرگتر n یعن باشد زیاد تقسیمات تعداد چه هر
A ناحیه مساحت برابر max∆θi → ٠ وقت مجموع این حد بنابراین �شود. م �تر نزدی

ر دی عبارت به است.

A = lim
max∆θi→٠

n∑
i=١

∆Ai =
١
٢

∫ β

α

f ٢(θ)dθ.

g(θ) ≤ f(θ) و باشند پیوسته [α, β] بازه در r = g(θ) و r = f(θ) توابع اگر تبصره.
θ = α نیم�خط�های و r = g(θ) و r = f(θ) منحن دو بین محصور ناحیه مساحت آن�گاه
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١٩١ آن کاربرد و انتگرال

با است برابر θ = β و

A =
١
٢

∫ β

α

[f ٢(θ)− g٢(θ)]dθ.

بیابید. را r = a(١ + cos θ) دل�نمای به محصور ناحیه مساحت .٨.۵.۶ مثال

r٢ = sin ٢θ پروانه و r =
√

٢ sin θ دایره درون در محصور ناحیه مساحت مثال۵.۶.٩.
بیابید. را

دایره داخل و r = a(١ − cos θ) دل�نمای خارج در واق ناحیه مساحت .١٠.۵.۶ مثال
بیابید. را r = a
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٩٢

و روند به�کار سط افق عنصرهای ، سط قائم عنصرهای به�جای است بهتر گاه
مورد yها محور از بازه�ای بر انتگرال�گیری xها، محور از بازه�ای بر انتگرال�گیری به�جای
خم�هایی بین نظر، مورد ناحیه که �دهد م روی وقت معمولا حالت این گیرد. قرار استفاده
در که R ناحیه شده�اند. بیان y از تابع حسب بر آن�ها معادلات که باشد شده محصور
y = d و y = c افق خطوط بین و x = g(y) چپ طرف در و x = f(y) راست طرف
عبارت آن مساحت و است dA = (g(y)− f(y))dy سط عنصر دارای است، گرفته قرار

از است
A =

∫ d

c

(g(y)− f(y))dy

افق سط عنصر ١٠.۶ ل ش

بیابید. را y = x و x = y٢ − ١٢ منحن دو بین محصور ناحیه مساحت .١١.۵.۶ مثال
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١٩٣ آن کاربرد و انتگرال

حجم ٢.۵.۶

برش از استفاده با حجم محاسبه

مساحت و باشد x = b و x = a قائم صفحات به محصور توپر جسم S کنید فرض
مانند پیوسته�ای و معین تابع ،x نقطه در xها محور بر عمود صفحه در واق S عرض مقط
[a, b] بازه از افراز ی P = {x٠, x١, . . . , xn} کنید فرض باشد. a ≤ x ≤ b ،A(x)
را صفحه�ای و انتخاب را ξi اختیاری نقطه ،١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] بازه زیر هر از باشد.

کنید. رسم نقطه آن در xها محور بر قائم به�طور

برش ی حجم – محور ی بر عمود صفحات با جسم دادن برش ١١.۶ ل ش

محصور ناحیه حجم صورت، این در A(ξi)باشد. برابر برشحاصل مساحت فرضکنید
و A(ξi) قاعده به استوانه�ای حجم برابر تقریباً x = xi و x = xi−١ صفحات و جسم به
تقریباً S جسم حجم بنابراین است. ∆vi = A(ξi)∆xi یعن ∆xi = xi − xi−١ ارتفاع
حجم مجموع باشد، زیاد تقسیمات تعداد اگر لذا است. استوانه�ها این حجم مجموع برابر
که دهیم میل بی�نهایت به طوری را n وقت لذا �شود. م �تر نزدی جسم حجم به استوانه�ها
شد، خواهد S جسم حجم برابر استوانه�ها مجموع حد آن�گاه کند میل صفر به max

١≤i≤n
∆xi

، یعن

V = lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

∆vi = lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

A(ξi)∆xi =

∫ b

a

A(x)dx.

است: زیر صورت به رابطه این آوردن بدست برای ر دی روش
شده واق x + ∆x و x نقاط در xها محور بر عمود صفحات بین که را جسم از برش
�کند. نم تغییر چندان کوچ بازه ی در است، پیوسته A(x) چون یرید. ب نظر در است
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٩۴

برابر تقریباً که است ∆v مانند حجم دارای برش این باشد کوچ ∆x اگر از�این�رو،
، یعن ،∆x ارتفاع و A(x) قاعده مساحت با استوانه�ای حجم با است

∆v ≈ A(x)∆x,

حجم عنصر ١٢.۶ ل ش

این به دقیقاً مطلب این است. کوچ ∆v اندازه با مقایسه در تقریب این خطای
با است برابر dx ضخامت به نازک بی�نهایت برش حجم یعن حجم، عنصر که است معن
دو بین که حجم عنصرهای این همه مجموع با است برابر جسم حجم و dv = A(x)dx

، یعن گرفته�اند، قرار x = b و x = a در جسم انتهای

V =

∫ b

a

dv =

∫ b

a

A(x)dx.

a ضل به مربع آن قاعده و h آن ارتفاع که آورید بدست را هرم حجم .١٢.۵.۶ مثال
است.

یرید ب نظر در xها محور بر عمود آن�را قاعده و مختصات مبدأ را هرم رأس جواب.
باشد قاعده با xها محور تقاط محل P اگر ذزد. ب قاعده مرکز از xها محور به�طوری�که
�کنیم م رسم قائم به�طور را خط P نقطه از .(h, ٠) با است برابر P نقطه مختصات آن�گاه
بر قائم صفحه باشد، پاره�خط بر واق نقطه�ای x اگر کند. قط Q نقطه در را قاعده تا
خط Mو نقطه در را xها محور صفحه این اگر یرید. ب نظر در را نقطه این در xها محور
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١٩۵ آن کاربرد و انتگرال

مربع قاعده با هرم ١٣.۶ ل ش

نوشت �توان م OMN و OPQ مثلث دو تشابه از آن�گاه کند قط N نقطه در را OQ

x

h
=
OM

OP
=
MN

PQ
=
MN

a/٢

داریم بنابراین .A(x) =
(ax
h

)٢
و ٢MN =

ax

h
لذا

V =
a٢

h٢

∫ h

٠
x٢dx =

١
٣
a٢h.

به افق میله ی با است متر a شعاع به دایره�ای آن قاعده که چادری .١٣.۵.۶ مثال
دارد، تکیه قطر انتهای دو در قائم میله دو بر که قاعده قطرهای از ی بالای متر b فاصله
بر عمود عرض مقط هر به�طوری�که است شده کشیده م مح چادر پارچه است. شده برپا

بیابید. را چادر حجم است. الساقین متساوی مثلث ی بالایی، میله

که کرده�اند قط طوری را ر دی ی ،a شعاع به ی هر دایره�ای استوانه دو مثال١۴.۵.۶.
استوانه دو هر درون که را ناحیه�ای حجم داده�اند. یل تش قائمه زاویه هم با آن محورهای

بیابید. دارد، قرار



Ho
sse
ini
–A
bd
i

انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٩۶

است شده حذف شدن، دیده �تر واض برای جلو قسمت آن در که ١٣.۵.۶ مثال چادر ١۴.۶ ل ش

دارد قرار هم بر عمود استوانه�ای لوله دو درون که جسم هشتم ی ١۵.۶ ل ش



Ho
sse
ini
–A
bd
i

١٩٧ آن کاربرد و انتگرال

دوار اجسام حجم ٣.۵.۶

معین محور بر صفحاتعمود با را آن�ها اگر که هستند گونه�ای به معمول اجسام از بسیاری
�نامند م دوار اجسام را اجسام نوع این �آیند. م بدست دایره�ای عرض مقاط کنیم، قط
بدست صفحه آن در واق محور ی حول مسط ناحیه ی دوران از �توان م را آن�ها زیرا
�آید. م بدست قطرش قرصحول نیم ی دوران از کروی جسم ی مثال، عنوان به آورد.
از ی حول الزاویه قائم مثلث ی دوران از قائم دایره�ای مخروط ی مشابه، به�طور

�شود. م تولید قائمه زاویه اضلاع
xها محور حول x = b و x = a خطوط و y = ٠ ،y = f(x) بین محصور R ناحیه اگر
نقطه در xها محور بر عمود صفحه در واق حاصل جسم عرض مقط آن�گاه کند دوران
است. A(x) = π[f(x)]٢ برابر عرض مقط این مساحت است. |f(x)| شعاع به قرص ،x

از است عبارت دوار جسم حجم لذا

١۶.۶ ل ش

V = π

∫ b

a

[f(x)]٢dx.

این در و باشند [a, b] بازه در پیوسته توابع y = g(x) و y = f(x) اگر ، کل حالت در
f(x) بین محصور ناحیه دوران از حاصل جسم آن�گاه ٠ ≤ g(x) ≤ f(x) باشیم داشته بازه

با است برابر xها محور حول x = b و x = a قائم خطوط و g(x) و

V = π

∫ b

a

[f ٢(x)− g٢(x)]dx.

از حاصل حجم آن�گاه باشد [a, b] بازه در نامنف و پیوسته تابع ی f(x) اگر تبصره.
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ١٩٨

.V = π

∫ b

a

(f(x)− k)٢dx با است برابر y = k خط حول f(x) منحن دوران

آن�گاه g(x) ≤ ٠ ≤ f(x) و باشند پیوسته [a, b] بازه در g(x) و f(x) توابع اگر تبصره.
برابر xها محور حول [a, b] بازه در منحن دو بین محصور ناحیه دوران از حاصل حجم

.h(x) = max{f(x),−g(x)} آن در که V = π

∫ b

a

h٢(x)dx با است

y = d و y = c افق خطوط و yها محور ،x = f(y) بین محصور ناحیه A اگر تبصره.

.V = π

∫ d

c

f ٢(y)dy با است برابر yها محور Aحول ناحیه دوران از حاصل حجم آن�گاه باشد

بیابید. را a شعاع به کروی جسم حجم .١۵.۵.۶ مثال

دوران از که را h ارتفاع و r قاعده شعاع به قائم دایره�ای مخروط حجم .١۶.۵.۶ مثال
بیابید. را �شود م حاصل xها محور حول (h, r) و (h, ٠) ،(٠, ٠) رأس�های با مثلث

f(x) = ١−x٢ نمودار و xها محور به محدود ناحیه دوران از حاصل حجم مثال۵.۶.١٧.
آورید. بدست را y = −١ خط حول

طرف و yها محور راست طرف در واق ناحیه دوران از حاصل جسم حجم مثال۵.۶.١٨.
بیابید. را yها محور حول x = ٢y − y٢ خم چپ

y = x خط و y٢ = ۴x سهم بین محصور ناحیه دوران از حاصل حجم .١٩.۵.۶ مثال
بیابید. را x = ۴ خط حول
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١٩٩ آن کاربرد و انتگرال
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٠٠

محاسبه برای است بهتر باشد، شده داده پارامتری صورت به منحن معادله اگر تبصره.
استفاده حجم فرمول�های از سپس بنویسیم. y = f(x)صورت به را معادله نظر مورد حجم
به منحن نمایش و باشد ل مش y = f(x) تابع صورت به معادلات تبدیل اگر ول کنیم

منحن این دوران از حاصل حجم آن�گاه باشد α ≤ t ≤ β آن در که
{
x = g(t),

y = h(t),
ل ش

متغیر تغییر با ، واق (در �آید. م بدست V = π

∫ β

α

h٢(t)g′(t)dt رابطه از xها محور حول

رسید.) فوق رابطه به �توان م V = π

∫ b

a

y٢dx رابطه در x = g(t)

شده داده r = f(θ) ل ش به و قطبی مختصات دستگاه در منحن معادله اگر تبصره.
با ابتدا قطبی، محور حول منحن این دوران از حاصل حجم آوردن بدست برای آن�گاه باشد

پارامتری معادلات ل ش به را r = f(θ) منحن معادله
{
x = r cos θ,

y = r sin θ,
رابطه از استفاده

�کنیم. م محاسبه را حجم قبل تبصره از استفاده با سپس نوشته،
{
x = f(θ) cos θ,

y = f(θ) sin θ,

٠ ≤ t ≤ ٢π آن در که
{
x = a cos٣ t,

y = a sin٣ t,
آستروئید دوران از حاصل حجم مثال۵.۶.٢٠.

بیابید. xها محور حول را

را قطبی محور حول r = a(١ + cos θ) دل�نمای دوران از حاصل حجم .٢١.۵.۶ مثال
آورید. بدست
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٢٠١ آن کاربرد و انتگرال

دوار اجسام حجم محاسبه برای استوانه�ای روشپوسته�های

و x = a ≥ ٠ خطوط و y = ٠ ،y = f(x) ≥ ٠ بین محصور ،R ناحیه کنید فرض
این حجم محاسبه برای آورد. پدید دواری جسم و کند دوران yها محور حول ،x = b > a

ارتفاع به صفحه هر در واق A(y) عرض مقط به ( مسط برش�ها(ی از استفاده با جسم
جواب چند یا ی ترتیب به�این است. y = f(x) معادله حل این�کار لازمه داریم. نیاز h
برای باشد. نامناسب است ن مم عمل در روش این �آید. م بدست x = g(y) صورت به

�کنیم: م استفاده استوانه�ای پوسته�های روش از امر این از اجتناب
را ξi =

xi−١ + xi
٢

نقطه باشد. [a, b] بازه از افرازی P = {x٠, x١, . . . , xn} کنید فرض
دوران از حاصل حجم صورت، این در کنید. انتخاب [xi−١, xi] زیربازه وسط عنوان به

با است برابر y محور حول ∆xi قاعده و f(ξi) ارتفاع به مستطیل

∆vi = πf(ξi)(x
٢
i − x٢

i−١),

تابع منحن زیر سط اگر است. استوانه این داخل شعاع xi−١ و خارج شعاع xi آن در که
�شود م تولید استوانه�ای پوسته ی دهیم دوران yها محور حول را [xi−١, xi] بازه در f(x)
باشد تر کوچ [xi−١, xi] زیربازه طول هرچقدر است. ∆vi برابر تقریباً پوسته این حجم که
حول R سط دوران از حاصل حجم V اگر بنابراین �شود. م �تر نزدی ∆vi به پوسته حجم

آن�گاه باشد yها محور

V = lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

∆vi lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

πf(ξi)(x
٢
i − x٢

i−١)

= ٢π lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

ξif(ξi)∆xi = ٢π
∫ b

a

xf(x)dx

مساحت و f(x) ارتفاع ،dx عرض به قائم نوار ،x در R متعارف سط عنصر نکته.
ل ش به حجم نوار این �کند م دوران yها محور حول R وقت است. dA = f(x)dx
این �آورد. م بوجود dxضخامت و f(x) ارتفاع ،x شعاع به دایره�ای استوانه�ا�ی پوسته ی
عبارت آن حجم که کنید تلق dx و f(x) ،٢πx ابعاد به شده�ای لوله مستطیل را پوسته

نتیجه در و dv = ٢πxf(x)dx از است

V =

∫ b

a

dv = ٢π
∫ b

a

xf(x)dx.



Ho
sse
ini
–A
bd
i

انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٠٢

١٧.۶ ل ش

سط R و باشد پیوسته a > ٠ ،[a, b] بازه در f(x) تابع اگر ، کل حالت در تبصره.
حاصل حجم آن�گاه باشد x = b و x = a خطوط و xها محور ،f(x) منحن بین محصور

.V = ٢π
∫ b

a

x|f(x)|dx با است برابر yها محور حول R سط دوران از

محصور سط R و باشند پیوسته a > ٠ ،[a, b] بازه در g(x) و f(x) توابع اگر تبصره.
حول R سط دوران از حاصل حجم آن�گاه باشد [a, b] بازه در g(x) و f(x) منحن دو بین

.V = ٢π
∫ b

a

x|f(x)− g(x)|dx با است برابر yها محور

منحن بین محصور سط R و باشد پیوسته a > ٠ ،[a, b] بازه در f(x) تابع اگر تبصره.
R سط دوران از حاصل حجم آن�گاه باشد x = b و x = a خطوط و xها محور ،f(x)

.V = ٢π
∫ b

a

(x− k)|f(x)|dx با است برابر (k < a) x = k خط حول

y = d و y = c خطوط و yها محور ،x = f(y) منحن به محصور ناحیه R اگر تبصره.
با است برابر (k < c) y = k خط حول R ناحیه دوران از حاصل حجم آن�گاه باشد

.V = ٢π
∫ b

a

(y − k)|f(y)|dy

y = x٢ و y٢ = x ��های منحن به محصور ناحیه دوران از حاصل حجم .٢٢.۵.۶ مثال
بیابید. را x = −٢ خط حول
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٢٠٣ آن کاربرد و انتگرال

،b > a آن در که (b, ٠) مرکز و a شعاع به دایره�ای دوران از حاصل حجم مثال۵.۶.٢٣.
بیابید. را yها محور حول

چنبره برش نمای ١٨.۶ ل ش

محور حول ٠ ≤ x ≤ ١ ،y = x٢ سهموی کمان دوران از که جام حجم مثال٢۴.۵.۶.
بیابید. را �شود م تولید yها

سهموی جام ١٩.۶ ل ش
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٠۴

محور حول dA نظیر مناسبی سط عنصر دوران با �توان م همیشه را dv حجم عنصر نکته.
صورت به نمودار چند یا ی و قائم خط چند بین بحث مورد ناحیه اگر کرد. تعیین دوران
دوران اگر است. dx عرض به قائم نوار مناسب، سط عنصر باشد محصور y = f(x)

یا قرص ل ش به برش مولد نوار این گیرد، انجام ری دی افق خط هر یا x محور حول
گیرد، انجام ری دی قائم خط هر یا y محور حول دوران اگر است. dxضخامت به واشری
دوران ناحیه اگر ر دی طرف از است. dx ضخامت به استوانه�ای پوسته�ای مولد نوار، این
بهتر باشد، محصور x = g(y) صورت به نمودار چند یا ی و افق خط چند بین یافته
خط ی حول دوران اگر رود. کار به سط عنصر عنوان به dyعرض به افق نواری است
پوسته گیرد، انجام افق خط ی حول دوران اگر و آمده پدید برش ی گیرد، انجام قائم

�آید. م پدید استوانه�ای

قوسمنحن طول ۴.۵.۶

را AB راست خط پاره طول یعن آن�ها، بین فاصله باشند، صفحه در نقطه دو B و A اگر
باشد. کرده وصل هم به را B و A نقطه دو C خم کنید فرض �دهند. م نشان |AB| نماد با
تعریف زیر صورت به را خم طول نقاط، این بین فاصله آوردن بدست برای صورت این در

�کنیم: م
P٠P١ . . . Pn سته خطش انتخابکنید. رویخم Bرا = Pn ،. . . ،P٢ ،P١ ،A = P٠ نقاط
با C برای تقریبی است آمده بدست خط پاره ی با مجاور نقطه دو هر کردن وصل از که

با است برابر سته ش خط این طول و است سته ش خطوط

Ln = |P٠P١|+ |P١P٢|+ . . .+ |Pn−١Pn| =
n∑

i=١

|Pi−١Pi|.

سته ش خط ی با C تقریب ٢٠.۶ ل ش
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٢٠۵ آن کاربرد و انتگرال

است خط پاره نقطه دو بین واصل خم کوتاهترین که است واض شهودی، طور به
طول از سته ش خط با C تقریب هر طول بنابراین کند. وصل به�هم را نقطه دو آن که
Ln دهیم، افزایش را n فوق، رأس�های به بیشتر رأس�های افزودن با اگر نیست. بیشتر C
باشد داشته وجود k مانند عددی اگر یابد. افزایش است ن مم ول شود تر کوچ �تواند نم
ترین کوچ آن�گاه Ln ≤ k باشیم داشته سته ش خط با C تقریب هر ازای به به�طوری�که

�نامیم. م C طول را k ترین کوچ این داشت. خواهد وجود ویژگ این با kای

به�طوری�که است s حقیق عدد ترین کوچ B تا A از C خم قوس طول تعریف۵.۶.١.
کند. صدق Ln ≤ s نامساوی در سته ش خط با C تقریب هر طول

آن، قوس طول �نامیم. م طول�پذیر را متناه قوس طول دارای خم هر .٢.۵.۶ تعریف
ازای به Lnها) حد (یعن سته ش خطوط با C تقریب�های طول حد از است عبارت ،s

کند. میل صفر به |Pi−١Pi| ماکزیمم اینکه به مشروط البته ،n→ ∞

به طرف هیچ از (یعن باشند کراندار که ساخت �توان م پیوسته�ای خم�های تبصره.
هستند. بی�نهایت طول دارای خم�ها نوع این نباشند. پذیر طول ول نکنند) میل بی�نهایت
توابع با ، یعن باشند، هموار خم�ها کرد خواهیم فرض مسایل نوع این از اجتناب برای

پیوسته�اند. مشتق دارای که شوند تعریف

مختصاتدکارت قوسدر طول محاسبه

C اگر باشد. f ′ پیوسته مشتق دارای و معین [a, b] کراندار بسته بازه بر f تابع کنید فرض
سته ش خطوط با C برای تقریبی [a, b] از افراز هر آن�گاه باشد y = f(x) معادله نمودار
نقطه ،٠ ≤ i ≤ n ،Pi کنید فرض P = {x٠, x١, . . . , xn} افراز برای �شود. م نتیجه

از است عبارت P٠P١ . . . Pn سته ش خط طول صورت، این در باشد. (xi, f(xi))

Ln =
n∑

i=١

|Pi−١Pi| =
n∑

i=١

√
(xi − xi−٢(١ + (f(xi)− f(xi−١))

٢

=
n∑

i=١

√
١ +

(
f(xi)− f(xi−١)

xi − xi−١

)٢

∆xi,

[xi−١, xi] بازه در ξi مانند عددی میانگین مقدار قضیه بر بنا .∆xi = xi − xi−١ آن در که
به�طوری�که دارد وجود

f(xi)− f(xi−١

(xi − xi−١)
= f ′(ξi),
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٠۶

لذا
Ln =

√
١ + [f ′(ξi)]

٢∆xi

نوشت �توان م بنابراین

s = lim
max∆xi→٠

Ln = lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

√
١ + [f ′(ξi)]

٢∆xi =

∫ b

a

√
١ + [f ′(x)]٢dx,

به ،s یعن ،C قوس طول که کنید تعبیر این�طور �توانید م را فوق انتگرال�گیری فرمول
�آید م بدست قوس طول عنصرهای مجموع صورت

s =

∫ b

a

ds, ds =
√

١ + [f ′(x)]٢dx.

منحن قوس طول آن�گاه یاشند پیوسته [c, d] بازه در آن مشتق و x = g(y) تابع اگر تبصره.
با است برابر B(d, f(d)) نقطه تا A(c, f(c)) نقطه از

s =

∫ d

c

√
١ + [g′(y)]٢dy.

در x هر برای آن�گاه یاشند پیوسته [a, b] بازه در آن مشتق و y = f(x) تابع اگر تبصره.
با است برابر (x, f(x)) نقطه تا (a, f(a)) نقطه از y = f(x) منحن قوس طول ،[a, b] بازه

s =

∫ x

a

√
١ + [f ′(t)]٢dt,

داریم x به نسبت فوق رابطه طرفین از مشتق�گیری با

ds
dx

=

√
١ + [f ′(x)]٢,

معادل به�طور یا
(ds)٢ = (dx)٢ + (dy)٢.

بیابید. شده داده فاصله در را زیر خم�های قوس طول .٢۵.۵.۶ مثال

x؛ = ٨ تا x = ١ از y = x
٢
٣ (الف)
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٢٠٧ آن کاربرد و انتگرال

x؛ = ۴ تا x = ٢ از y = ln
ex − ١
ex + ١

(ب)

y؛ = ٢ عرض به نقطه�ای تا y = ١ عرض به نقطه�ای از ۶xy = y۴ + ٣ (پ)

x؛ = ٢ تا x = ١ از y = x۴ + ١
٣٢x٢ (ت)

بیابید. a ≥ b > ٠ آن در که را x٢

a٢ +
y٢

b٢
= ١ بیض محیط .٢۶.۵.۶ مثال
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٠٨

پارامتری معادلات با منحن قوسی طول

آن در که باشد شده داده
{
x = f(t),

y = g(t),
پارامتری صورت به منحن ضابطه کنید فرض

در .b = f(β) و a = f(α) و هستند پیوسته [α, β] بازه در آن�ها مشتقات و g(t) و f(t)
داریم x = f(t) متغیر تغییر با صورت این

s =

∫ β

α

√
١ +

(
g′(t)

f ′(t)

)٢

f ′(t)dt =
∫ β

α

√
[f ′(t)]٢ + [g′(t)]٢dt.

داده ٠ ≤ t ≤ ٢π برای (a > ٠ (که
{
x = a cos٣ t,

y = a sin٣ t,
پارامتری منحن مثال۵.۶.٢٧.

بیابید. را منحن قوس طول است. شده

مختصاتقطبی در منحن قوسی طول

بنابراین باشد. r = f(θ) صورت به قطبی مختصات دستگاه در منحن معادله کنید فرض

[α, β] بازه در θ کنید فرض �باشد. م
{
x = f(θ) cos θ,

y = f(θ) sin θ,
ل ش به آن پارامتری معادلات

داریم صورت این در کند. تغییر

y′θ =
dy

dθ
= f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

x′θ =
dx

dθ
= f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

x′θ
٢ + y′θ

٢ = [f ′(θ)]
٢
+ [f(θ)]٢ = r′٢ + r٢,
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٢٠٩ آن کاربرد و انتگرال

لذا
s =

∫ β

α

√
r′٢ + r٢dθ.

بیابید. را r = a(١ + cos θ) دل�نمای قوس طول .٢٨.۵.۶ مثال

دوار اجسام مساحتسط ۵.۵.۶

�کند، م دوران بعدی) سه فضای (در صفحه آن در واق خط حول مسط خم ی وقت
شعاع به نیم�دایره�ای دوران از a شعاع به کره�ای مثال، عنوان به �آورد. م پدید دوار رویه�ای
نیز f و پیوسته [a, b] بازه در آن مشتق و f تابع کنید فرض �شود. م تولید قطرش حول a

فوق بازه در f منحن از حاصل کمان AB
⌢

کنید فرض همچنین باشند. نامنف بازه این در
است. xها محور حول AB

⌢
کمان دوران از حاصل جسم سط محاسبه هدف باشد.

با را Pi−١Pi وتر طول اگر باشد. [a, b] بازه از افرازی P = {x٠, x١, . . . , xn} کنید فرض
آن�گاه دهیم نشان |Pi−١Pi|

|Pi−١Pi| =
√

(xi − xi−٢(١ + (f(xi)− f(xi−١))
٢

=

√
١ +

(
f(xi)− f(xi−١)

xi − xi−١

)٢

∆xi,

که است ناقص مخروط سط ی xها محور حول Pi−١Pi وتر دوران از حاصل سط
برابر مخروط سط این مساحت هستند. f(xi) و f(xi−١) آن قاعده طرف دو شعاع�های

با است

∆si = ٢π
f(xi−١) + f(xi)

٢
|Pi−١Pi|

= ٢π
f(xi−١) + f(xi)

٢

√
١ +

(
f(xi)− f(xi−١)

xi − xi−١

)٢

∆xi,
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢١٠

داریم میانگین مقدار قضیه به توجه با

∆si = ٢π
f(xi−١) + f(xi)

٢

√
١ + [f ′(ξi)]

٢∆xi, ξi ∈ (xi−١, xi),

دوران از حاصل دوار سط مساحت برابر max∆xi → ٠ وقت فوق عبارت مجموع حد
، یعن است، xها محور حول AB

⌢
کمان

S = ٢π lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

f(xi−١) + f(xi)

٢

√
١ + [f ′(ξi)]

٢∆xi

= ٢π lim
max∆xi→٠

n∑
i=١

f(ξi)

√
١ + [f ′(ξi)]

٢∆xi

= ٢π
∫ b

a

f(x)

√
١ + [f ′(x)]٢dx.

دوران از که dS سط عنصر از انتگرال�گیری با �توان م را دوار رویه ی مساحت تبصره.
اگر آورد. بدست �شود، م ساخته مفروض خط حول ،ds مفروض، خم قوس طول عنصر
دوران، از حاصل جسم آن�گاه باشد r(= f(x)) برابر ds قوس طول عنصر دوران شعاع
برابر نوار این مساحت بنابراین است. ٢πr (محیط) طول و ds عرض به دایره�ای نواری

لذا .dS = ٢πrds = ٢πf(x)
√

١ + [f ′(x)]٢dx با است

مفروض محور حول ds قوس طول عنصر دوران از حاصل دایره�ای نوار ٢١.۶ ل ش

S = ٢π
∫ b

a

f(x)

√
١ + [f ′(x)]٢dx.
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٢١١ آن کاربرد و انتگرال

y = k خط حول [a, b] بازه در y = f(x) منحن دوران از حاصل سط مساحت تبصره.
با است برابر

S = ٢π
∫ b

a

|f(x)− k|
√

١ + [f ′(x)]٢dx.

صورت، این در باشند. پیوسته [c, d] بازه در آن مشتق و x = g(y) کنید فرض تبصره.
نقطه تا (c, g(c)) نقطه از [c, d] بازه در x = g(y) منحن دوران از حاصل سط مساحت

�آید م بدست زیر رابطه از yها محور حول (d, g(d))

S = ٢π
∫ d

c

|g(y)|
√

١ + [g′(y)]٢dy.

آن در که باشد
{
x = f(t),

y = g(t),
صورت به منحن پارامتری معادلات کنید فرض تبصره.

داریم x = f(t) متغیر تغییر از استفاده با .α ≤ t ≤ β

S = ٢π
∫ β

α

|g(t)|
√

[f ′(t)]٢ + [g′(t)]٢dt = ٢π
∫ β

α

y

√
x٢
t + y٢

t dt.

با آن�گاه باشد r = f(θ) ل ش به قطبی مختصات دستگاه در منحن معادله اگر تبصره.

داریم
{
x = f(θ) cos θ,

y = g(θ) sin θ,
پارامتری معادلات از استفاده

S = ٢π
∫ β

α

r sin θ
√
r٢ + r′٢dθ.

بیابید. را a شعاع به کره�ای سط مساحت .٢٩.۵.۶ مثال

زیر حالات از ی هر در را دوران از حاصل �های منحن سط مساحت .٣٠.۵.۶ مثال
بیابید.

پاره�خط دوران از حاصل h ارتفاع و r شعاع به قائم دایره�ای مخروط خمیده قسمت (الف)
yها؛ محور حول (r, h) و (٠, ٠) بین واصل راست

x؛ = −١
٢ خط حول [٠, ٢] بازه در y٢ = ٢x (ب)

xها؛ محور حول x٢ + ۴y٢ = ۴ بیض دوران از حاصل کشیده کره�وار (پ)
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢١٢

xها؛ محور حول
{
x = a cos θ,

y = a sin θ,
(ت)

xها. محور حول r = a(١ + cos θ) (ث)
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٢١٣ آن کاربرد و انتگرال

ناسره انتگرال�های ۶.۵.۶

آن در که داشتیم سروکار I =

∫ b

a

f(x)dx صورت به معین انتگرال�های با اینجا تا

کراندار لزوماً تابع چنین اینکه به توجه با بود. پیوسته [a, b] بسته بازه بر f انتگرال�ده
ی مساحت برابر I باشد، مثبت تابع f اگر است. کراندار عددی لزوماً نیز I است،

معین شعاع و مبدأ مرکز به قرص درون که ناحیه�ای یعن است صفحه در کراندار ناحیه
مواجه مسایل با است ن مم عمل در �نامند. م سره را فوق انتگرال�های �گیرد. م قرار
و
∫ ∞

١

lnx

x٢ dx انتگرال�های �توان م مثال، عنوان به باشند. نداشته را فوق شرایط که شویم

انتگرال مفهوم بنابراین �باشند. نم دارا را شده گفته شرایط که گرفت نظر در را
∫ ١

٠

dx√
x

گیرد: بر در را زیر حالت دو که داد خواهیم تعمیم طوری را

دو؛ هر یا b = ∞ یا a = −∞ باشیم داشته است ن مم ( (ی

نباشد. کراندار دو، هر یا x→ b یا x→ ∞ ازای به است ن مم f (دو)

انتگرال�هایی و اول نوع ناسره انتگرال�های �کنند، م صدق ( (ی در که انتگرال�هایی
باشد، مثبت f اگر �نامیم. م دوم نوع ناسره انتگرال�های �کنند، م صدق (دو) در که
بی�نهایت تا معین جهت در که صفحه در ناحیه�ای مساحت با متناظر ناسره انتگرال دو هر

است. بی�کران ناحیه�ای بنابراین، و هستند دارد، ادامه

اول نوع ناسره انتگرال�های

راست طرف و xها محور بالای ،y =
١
x٢ خم زیر که را A ناحیه مساحت مثال۵.۶.٣١.

بیابید. را دارد قرار x = ١

x = ١ راست طرف و y = ٠ بالای ،y =
١
x
زیر در واق ناحیه مساحت .٣٢.۵.۶ مثال

بیابید. را
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢١۴

بر f ناسره انتگرال آن�گاه باشد پیوسته [a,+∞) بازه بر f تابع اگر .٣.۵.۶ تعریف
�شود م تعریف زیر صورت به [a,+∞)∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx

�نامند. م واگرا آن�را صورت این غیر در و را هم را انتگرال باشد، موجود حد این اگر
تعریف باشد، پیوسته (−∞,+∞) و (−∞, b] بازه�های بر به�ترتیب f اگر مشابه، طور به

�کنیم ∫م b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx,

∫و +∞

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ c

a

f(x)dx+ lim
b→+∞

∫ b

c

f(x)dx.

صورت به �توان نم را
∫ +∞

−∞
f(x)dx ناسره انتگرال تبصره.

∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

a→+∞

∫ a

−a

f(x)dx,

�که حال در lim
a→+∞

∫ a

−a

xdx = ٠ آن�گاه f(x) = x اگر مثال، عنوان به نوشت.

∫ +∞

−∞
xdx = lim

a→−∞

∫ ٠

a

xdx+ lim
b→+∞

∫ b

٠
xdx = −∞+∞.

کنید. حساب را زیر ناسره انتگرال�های مقدار .٣٣.۵.۶ مثال

(i)
∫ +∞

−∞

dx
١ + x٢ , (ii)

∫ +∞

٠
cosxdx
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٢١۵ آن کاربرد و انتگرال

نباشد کراندار نقطه این در یا باشد نشده تعریف c نقطه در f تابع اگر .۴.۵.۶ تعریف
آن�گاه باشد انتگرال�پذیر [a, b] بازه در f(x) ،b ∈ [a, c) هر ازای به و (lim

x→c
f(x) = ±∞)

نماد با آن�را و �نامند م [a, c) بازه در f تابع دوم نوع ناسره انتگرال را lim
b→c−

∫ b

a

f(x)dx

را هم را انتگرال آن�گاه باشد موجود lim
b→c−

∫ b

a

f(x)dx اگر �دهند. م نمایش
∫ c

a

f(x)dx

�نامند. م واگرا آن�را صورت این غیر در و
در f(x) ،a ∈ (c, b] هر ازای به و باشد بی�کران یا نامعین c نقطه در f اگر مشابه، طور به

(c, b] بازه در f(x) ناسره انتگرال را lim
a→c+

∫ b

a

f(x)dx آن�گاه باشد انتگرال�پذیر [a, b] بازه

�دهند. م نمایش
∫ b

c

f(x)dx نماد با آن�را و �نامند م

تعریف زیر صورت به
∫ b

a

f(x)dx آن�گاه باشد [a, b] بازه درون نقطه�ای c اگر همچنین
�شود ∫م b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+
∫ b

c

f(x)dx,∫ b

a

f(x)dx آن�گاه باشند را هم
∫ b

c

f(x)dx و
∫ c

a

f(x)dx ناسره انتگرال دو هر اگر

واگراست.
∫ b

a

f(x)dx باشد، واگرا انتگرال�ها از ی حداقل اگر و راست هم

و x = ٠ بین و x محور بالای ،y =
١√
x
زیر که را S ناحیه مساحت .٣۴.۵.۶ مثال

بیابید. دارد قرار x = ١

کنید. حساب را زیر ناسره انتگرال�های مقدار .٣۵.۵.۶ مثال

(i)
∫ ٢

٠

dx√
|١ − x٢|

, (ii)
∫ ٢

٠

dx√
٢x− x٢

, (iii)
∫ +∞

−∞
e−|x|dx
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢١۶

ناسره انتگرال�های رایی هم آزمون

بیان دوم و اول نوع ناسره انتگرال�های رفتار بیان برای قضایایی بخش، این ادامه در
قضیه از استفاده با را ناسره انتگرال ی نتوانیم اولیه تابع نداشتن سبب به وقت �کنیم. م
انتگرال�های با آن مقایسه با است ن مم کنیم، محاسبه انتگرال و دیفرانسیل حساب بنیادی
یا رایی هم برآورد در این�رو، از کنیم. تعیین را آن واگرایی یا رایی هم بتوانیم ساده�تر

دارد. محوری نقش زیر قضیه ناسره انتگرال�های واگرایی

مقایسه). (آزمون ١.۵.۶ قضیه

([c, b]) [a, c] بازه در (c ≤ b) a ≤ c هر ازای به g(x) و f(x) توابع کنید فرض (الف)
اگر .(∀x ∈ [−∞, b]) ∀x ∈ [a,+∞), ٠ ≤ f(x) ≤ g(x) و باشند انتگرال�پذیر
(
∫ b

−∞ f(x)dx)
∫ +∞
a

f(x)dx آن�گاه باشد را هم (
∫ b

−∞ g(x)dx)
∫ +∞
a

g(x)dx∫ +∞
a

g(x)dx آن�گاه باشد واگرا (
∫ b

−∞ f(x)dx)
∫ +∞
a

f(x)dx اگر و راست هم
واگراست. (

∫ b

−∞ g(x)dx)

c ∈ (a, b] هر ازای به و نباشد کراندار (b نقطه (یا a نقطه در f تابع کنید فرض (ب)
∀x ∈ [a, b], ٠ ≤ و باشد انتگرال�پذیر ([a, c]) [c, b] بازه در f ،(c ∈ [a, b))∫ b

a
f(x)dx آن�گاه باشد را هم

∫ b

a
g(x)dx اگر صورت، این در .f(x) ≤ g(x)

واگراست.
∫ b

a
g(x)dx آن�گاه باشد واگرا

∫ b

a
f(x)dx اگر و راست هم

برای کران سپس راست. هم
∫ +∞

٠
e−x٢dx ناسره انتگرال دهید نشان .٣۶.۵.۶ مثال

آورید. بدست آن

توان�های با مشابه رفتاری انتگرال�ها از بسیاری ،x کوچ یا بزرگ مقادیر ازای به
بیان زیر قضیه در که P-انتگرال�ها با را آن�ها �توان م دهد روی وض این اگر دارند. x

کرد. مقایسه �شود، م

آن�گاه ٠ < a <∞ اگر (p-انتگرال�ها). ٢.۵.۶ قضیه
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٢١٧ آن کاربرد و انتگرال

∞ به واگرا p ≤ ١ ازای به و a١−p

p− ١
به را هم p > ١ ازای به

∫ ∞

a

x−pdx انتگرال (الف)
است.

∞ به واگرا p ≥ ١ ازای به و a١−p

١ − p
به را هم p < ١ ازای به

∫ a

٠
x−pdx انتگرال (ب)

است.

داریم آن�گاه p < ١ اگر (ب) برهان.

∫ a

٠
x−pdx = lim

c→٠+

∫ a

c

x−pdx = lim
c→٠+

x١−p

١ − p

∣∣∣a
c
= lim

c→٠+

١
١ − p

(a١−p−c١−p) =
a١−p

١ − p
.

داریم آن�گاه p > ١ اگر همچنین

∫ a

٠
x−pdx = lim

c→٠+

∫ a

c

x−pdx = lim
c→٠+

x١−p

١ − p

∣∣∣a
c
= lim

c→٠+

c١−p − a١−p

p− ١
= ∞.

داریم p = ١ ازای به براین ∫علاوه a

٠

dx
x

= lim
c→٠+

lnx
∣∣∣a
c
= +∞.

کنید. بررس را
∫ ١

٠

e−x

xp
dx انتگرال واگرایی یا رایی هم .٣٧.۵.۶ مثال

حدی). مقایسه (آزمون ٣.۵.۶ قضیه

[a, c] بر g(x) و f(x) توابع (c ∈ (−∞, b]) c ∈ [a,+∞) هر ازای به کنید فرض (الف)

اگر .( lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= l) lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= l و باشند انتگرال�پذیر و نامنف ([c, b])

و
∫ b

−∞ f(x)dx)
∫ +∞
a

g(x)dx و
∫ +∞
a

f(x)dx انتگرال�های آن�گاه ٠ < l < +∞
(
∫ b

−∞ g(x)dx)
∫ +∞
a

g(x)dxرایی هم آن�گاه l = ٠ اگر هم�رفتارند. (
∫ b

−∞ g(x)dx
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢١٨

آن�گاه l = ∞ اگر و �دهد م نتیجه را (
∫ b

−∞ f(x)dx)
∫ +∞
a

f(x)dx رایی هم
را (
∫ b

−∞ f(x)dx)
∫ +∞
a

f(x)dx واگرایی (
∫ b

−∞ g(x)dx)
∫ +∞
a

g(x)dx واگرایی
�دهد. م نتیجه

ازای به و نباشند کراندار (b نقطه در (یا a نقطه در g(x) و f(x) توابع کنید فرض (ب)
باشند انتگرال�پذیر و نامنف ([a, c]) [c, b] در توابع این (c ∈ [a, b)) c ∈ (a, b] هر

آن�گاه ٠ < l < +∞ اگر صورت، این در .( lim
x→a−

f(x)

g(x)
= l) lim

x→a+

f(x)

g(x)
= l و

رایی هم آن�گاه l = ٠ اگر هم�رفتارند.
∫ b

a
g(x)dx و

∫ b

a
f(x)dx انتگرال�های

واگرایی آن�گاه l = +∞ اگر و �دهد م نتیجه را
∫ b

a
f(x)dx رایی هم

∫ b

a
g(x)dx

�دهد. م نتیجه را
∫ b

a
f(x)dx واگرایی

∫ b

a
g(x)dx

کنید. بررس را زیر انتگرال�های واگرایی یا رایی هم .٣٨.۵.۶ مثال

(i)
∫ +∞

١

dx
٣x٢ +

√
٣x+ ١

, (ii)
∫ π٢

٠

dx
١ − cos

√
x
.
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٢١٩ آن کاربرد و انتگرال

یا واگرایی �توان نم
∫ +∞
a

g(x)dx واگرایی از آن�گاه l = ٠ اگر قبل، قضیه در نکته.
رایی هم از آن�گاه l = +∞ اگر ترتیب، همین به گرفت. نتیجه را

∫ +∞
a

f(x)dx رایی هم
مثال، عنوان به گرفت. نتیجه را

∫ +∞
a

f(x)dxواگرایی یا رایی هم �توان نم
∫ +∞
a

g(x)dx
آن�گاه h(x) = x و g(x) = ex ،f(x) = e−x ∫اگر +∞

٠
g(x)dx =

∫ +∞

٠
exdx = ∞,

و
lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= ٠ = lim

x→+∞

h(x)

g(x)
,

.
∫ +∞
٠ h(x)dx =

∫ +∞
٠ xdx = ∞ و

∫ +∞
٠ f(x)dx =

∫ +∞
٠ e−xdx = ١ �که درحال

آن�گاه h(x) = ex و g(x) = e−٢x ،f(x) = e−x اگر دوم، حالت در

∫ +∞

٠
g(x)dx =

∫ +∞

٠
e−٢xdx =

١
٢
,

و
lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

h(x)

g(x)
= ∞,

.
∫ +∞
٠ h(x)dx =

∫ +∞
٠ exdx = ∞ و

∫ +∞
٠ f(x)dx =

∫ +∞
٠ e−xdx = ١ �که درحال

گاما تابع

ازای به فوق انتگرال �شود. م تعریف Γ(x) =
∫ ∞

٠
tx−١e−tdt ناسره انتگرال با گاما تابع

راست. هم x > ٠

Γ(x) =

∫ ١

٠
tx−١e−tdt+

∫ ∞

١
tx−١e−tdt = I١ + I٢

I١ نتیجه در و پیوسته [٠, ١] بازه در tx−١e−t صورت، این در .x ≥ ١ کنید فرض
انتگرال ی t = ٠ در I١ صورت این در .٠ < x < ١ کنید فرض حال راست. هم
نتیجه I١ رایی هم حدی مقایسه آزمون و lim

t→٠+
t١−xtx−١e−t = ١ از است. دوم نوع ناسره

�شود. م
اینکه به توجه با است. اول نوع ناسره انتگرال ی I٢ صورت این در .x > ٠ کنید فرض
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انتگرال کاربردهای ۵.۶ ٢٢٠

راست. هم I٢ انتگرال حدی مقایسه آزمون بر بنا ، lim
t→٠+

t٢tx−١e−t = ٠

.٣٩.۵.۶ مثال

داریم x > ٠ هر ازای به دهید نشان جزء به جزء انتگرال�گیری از استفاده با (الف)

Γ(x+ ١) = xΓ(x);

دهید نشان n = ٠, ١, ٢, . . . ازای به (ب)

Γ(n+ ١) = n!; مثبت حقیق اعداد به فاکتوریل تابع گسترش

دهید نشان ،
∫ ∞

٠
e−x٢dx =

√
π

٢
فرض با (پ)

Γ

(
٣
٢

)
=

√
π

٢
, Γ

(
١
٢

)
=

√
π.

بیابید. را
∫ +∞

٠
x۶e−٢xdx انتگرال مقدار .۴٠.۵.۶ مثال
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٢٢١ آن کاربرد و انتگرال

مسایل ۶.۶

کنید محاسبه را زیر حدود .١

(i) lim
n→∞

n− ٣
٢ (١ +

√
٢ + . . .+

√
n),

(ii) lim
n→∞

∫ ١

٠

nf(x)

١ + n٢x٢dx, f ∈ C[٠, ١],

(iii) lim
x→٠

١
x٢

∫ x

٠
(t− x)

√
cos tdt,

(iv) lim
n→∞

sin
١
n

(
n

n+ ١
+

n

n+ ٢
+ . . .+

n

٢n

)
,

کنید محاسبه را زیر انتگرال�های .٢

(i)
∫ π

٢

٠

sinm x

sinm x+ cosm x
dx, m ∈ R, (ii)

∫ ٢

٠

√
۴ − x٢sign(x− ١)dx,

(iii)
∫ n

٠
⌊t⌋٢dt, (iv)

∫
x٢ + ٢

۴x۵ + ۴x٣ + x
dx,

(v)
∫

ex

(١ + e٢x)٢
dx, (vi)

∫
x+ ٣√

x٢ + ٢x+ ٢
dx,

(vii)
∫

lnx√
١ − x

dx, (viii)
∫

xex

(x+ ٢(١
dx,

(ix)
∫ √

x

١ +
۴
√
x٣

dx, (x)
∫ +∞

e

dx
x(lnx)٣

جواب است؟ مینیمم و ماکزیمم دارای F (x) =
∫ ٢x−x٢

٠
cos

(
١

١ + t٢

)
dt تابع آیا .٣

کنید. توجیه را خود

و باشد ناصفر جا همه و پیوسته f تابع کنید فرض .۴

[f(x)]٢ =

∫ x

٠
f(t)

sin t

٢ + cos t
dt

کنید. تعیین را f تابع ضابطه
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مسایل ۶.۶ ٢٢٢

بیابید. را r = ٢ − sin θ منحن خارج و r = ٣ sin θ دایره داخل مساحت .۵

بیابید. را xها محور حول x٢

a٢ +
y٢

b٢
= ١ بیض دوران از حاصل �وار بیض حجم .۶

باشد. ٢x+ f(x) برابر [٠, x] بازه در آن قوس طول که بیابید طوری را f(x) تابع .٧

(a ̸= ٠) ،F(s) =

∫ ∞

٠
sin(at)e−stdt کنید فرض .٨

راست. هم فوق انتگرال s از مقادیری چه ازای به (الف)

کنید. محاسبه را انتگرال مقدار s > ٠ ازای به (ب)

که بیابید طوری را a است. مفروض y = x
√
a٢ − x٢, ٠ ≤ x ≤ a ضابطه با تابع .٩

زیر سط مساحت به xها محور حول منحن زیر سط دوران از حاصل حجم نسبت

باشد. ٨π
۵
برابر منحن

راست. هم c حقیق مقدار ی ازای به
∫ ∞

١

(
cx

٢x٢ + ١
− ١
x+ ١

)
dx انتگرال .١٠

کنید. محاسبه را انتگرال مقدار و تعیین را c
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سری�

مقدمه ١.٧

بار هر جم عمل چون است. جمله بی�نهایت حاوی که است مجموع ، نامتناه سری هر
حد محاسبه نیازمند لزوماً نامتناه سری�های مجموع محاسبه �گیرد، م انجام عدد دو بین
کرد. بیان ساده�تر توابع از ل متش سری�های با �توان م اغلب را f(x) پیچیده توابع است.
توان�هایی حسب بر سری�هایی صورت به �توان م را متعال توابع از بسیاری مثال، عنوان به
از هستند. بی�نهایت درجه با چندجمله�ای�هایی شبیه توابع این این�رو، از کرد. بیان x از
نقش سری�ها این همچنین، گرفت. انتگرال و مشتق جمله به جمله �توان م سری�ها نوع این

�کنند. م ایفا انتگرال و دیفرانسیل حساب در مهم

صورت به را sn ،n هر ازای به یرید. ب نظر در را {an} دنباله تعریف١.١.٧.

sn = a١ + a٢ + . . .+ an =
n∑

i=١

ai

نماد با و �نامند م سری خلاصه به�طور یا نامتناه سری ی را {sn} دنباله کنید. تعریف

سری عموم جمله را an و سری nام جزئ مجموع را sn �دهند. م نشان (
∑
an)

∞∑
n=١

an

٢٢٣
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مقدمه ١.٧ ٢٢۴

مثال: عنوان به �نامند. م

∞∑
n=١

١
n
= ١ +

١
٢
+

١
٣
+ . . . ,

∞∑
n=١

(−١)n−١

٢n−١ = ١ − ١
٢
+

١
۴
− ١

٨
+ . . .

کنیم. شروع ی از غیر ری دی اندیس با را مجموع که است سودمند یا لازم گاه

∞∑
n=٠

an = ١ + a+ a٢ + . . . ,

∞∑
n=٢

١
lnn

=
١
ln ٢

+
١
ln ٣

+
١
ln ۴

+ . . .

∞∑
n=١

an = s �نویسیم م و راست هم s مجموع به
∞∑
n=١

an سری �گوییم م تعریف٢.١.٧.

lim
n→∞

sn اگر است.
∞∑
n=١

an سری nام جزئ مجموع sn آن در که lim
n→∞

sn = s هرگاه

را هم سری ی مجموع است ذکر به لازم گویند. واگرا را
∞∑
n=١

an سری نباشد، موجود

�آید. نم بدست معمول جم عمل با و است جزئ مجموع�های دنباله حد

به کم وابستگ و دارد بستگ {sn} دنباله رایی هم به
n∑

n=١

سری رایی هم نکته.

دارد. {an} دنباله رایی هم

هندس سری

است an = arn−١ آن nام جمله که
∞∑
١

arn−١ = a+ ar+ ar٢ + . . صورت. به سری هر

(نسبت قدرنسبت نیز r عدد است. سری اول جمله ،a عدد �نامیم. م هندس سری ی را
مقدار با است برابر نسبت این ،n ≥ ١ هر ازای به ، درواق �شود. م نامیده سری مشترک)
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٢٢۵ سری�

، یعن nام، جمله به +nام ١ جمله نسبت

an+١

an
=

arn

arn−١ = r, n = ١, ٢, . . .

�شود م محاسبه زیر صورت به هندس سری nام جزئ محموع

sn = a+ ar + ar٢ + . . .+ arn−١

rsn = ar + ar٢ + ar٣ + . . .+ arn

−−−−−−−−−−−−−−

(١ − r)sn = a− arn

.sn = na داریم r = ١ که حالت در .sn = a
١ − rn

١ − r
, r ̸= ١ لذا

کنید فرض حال . lim
n→∞

sn = ٠ ازاین�رو .sn = ٠ داریم n هر ازای به آن�گاه a = ٠ اگر

اگر . lim
n→∞

sn =
a

١ − r
لذا . lim

n→∞
rn = ٠ آن�گاه |r| < ١ اگر صورت، این در .a ̸= ٠

lim
n→∞

sn = −∞ و a > ٠ هرگاه lim
n→∞

sn = ∞ درنتیجه و lim
n→∞

rn = ∞ آن�گاه r > ١

داریم حالت این در زیرا است، برقرار نیز r = ١ برای فوق م ح همین .a < ٠ هرگاه
ندارد. وجود نیز lim

n→∞
sn درنتیجه و ندارد وجود lim

n→∞
rn آن�گاه r ≤ −١ اگر .sn = na

.١.١.٧ مثال

∞∑
١

(
١
٢

)n−١

= ١ +
١
٢
+

١
۴
+ . . . =

١
١ − ١

٢
= ٢,

∞∑
١

π
(
− e

π

)n−١
= π − e+

e٢

π
+
e٣

π٢ + . . . =
π٢

π + e
,

∞∑
١

(
√

٢)n−١ واگراست ∞ به ,سری

∞∑
١

(−١)n−١ واگراست ,سری

∞∑
١

٣٢
١٠٠

(
١

١٠٠

)n−١

=
٣٢
٩٩
.

بپردازد، معین حساب به درصدی ١٠ ساده بهره سال در �بار ی بانک اگر .٢.١.٧ مثال
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مقدمه ١.٧ ٢٢۶

هر شروع در اینکه بر مشروط �شود م چقدر سال هشتمین پایان در حساب این موجودی
حساب این کنید (فرض شود؟ واریز شده یاد حساب به دلار ١٠٠٠ سال، هشت این از سال

باشد) نداشته موجودی آغاز در

همساز سری و ادغام سری�های

سری دهید نشان .٣.١.٧ مثال

∞∑
n=١

١
n(n+ ١)

=
١

١ × ٢
+

١
٢ × ٣

+
١

٣ × ۴
+ . . .

بیابید. آن�را مجموع و راست هم

زیر صورت به را sn جزئ مجموع �توان م ، ١
n(n+ ١)

=
١
n
− ١
n+ ١

چون جواب.
نوشت

sn =
١

١ × ٢
+

١
٢ × ٣

+
١

٣ × ۴
+ . . .+

١
(n− ١)n

+
١

n(n+ ١)

=

(
١ − ١

٢

)
+

(
١
٢
− ١

٣

)
+

(
١
٣
− ١

۴

)
+ . . .+

(
١

n− ١
− ١
n

)
+

(
١
n
− ١
n+ ١

)
= ١ − ١

n+ ١

راست: هم ١ به مفروض سری و lim
n→∞

sn = ١ بنابراین

∞∑
n=١

١
n(n+ ١)

= ١

است آن ذاری نام این علت �نامند. م وپی) (تلس ادغام سری را بالا ل ش به سری�هایی
جملات از بسیاری �کنیم م تجزیه جزئ کسرهای به را جزئ مجموع جمله�های وقت که

گرفت. خواهد ساده�ای ل ش جزئ مجموع و �شوند م حذف دو به دو
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٢٢٧ سری�

واگراست. ∞ به
∞∑
n=١

١
n
همساز سری دهید نشان .۴.١.٧ مثال

آن�گاه باشد همساز سری nام جزئ مجموع sn اگر جواب.

sn = ١ +
١
٢
+ . . .+

١
n

= ١.٧ ل ش در سایه�دار مستطیل�های مساحت�های مجموع
> (x = n+ ١ تا x = ١ از y = ١

x
زیر (مساحت

=

∫ n+١

١

dx
x

= ln(n+ ١),

١.٧ ل ش

و lim
n→∞

sn = ∞ پس ، lim
n→∞

ln(n+ ١) = ∞ چون

∞∑
n=١

١
n
= ١ +

١
٢
+

١
٣
+ . . .

واگراست. ∞ به

سری�ها مورد در قضیه چند

. lim
n→∞

an = ٠ آن�گاه باشد را هم
∞∑
n=١

an سری اگر .١.١.٧ قضیه

فرض . lim
n→∞

sn = lim
n→∞

sn−١ = s نوشت �توان م سری رایی هم به توجه با برهان.
. lim
n→∞

an = ٠ داریم صورت این در .an = sn − sn−١ کنید
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مقدمه ١.٧ ٢٢٨

نیست. برقرار فوق قضیه عکس

واگراست.
∞∑
n=١

an سری آن�گاه lim
n→∞

an ̸= ٠ اگر واگرایی). (آزمون تبصره

∞∑
n=١

sinn
∞∑
n=١

(−١)n
∞∑
n=١

n

۵n+ ١
.

مانند صحیح عدد هر ازای به اگر فقط و اگر راست هم
∞∑
n=١

an سری .٢.١.٧ قضیه

باشد. را هم
∞∑

n=N

an سری ،N ≥ ١

به جمله چند افزودن یا اول جمله چند حذف گفت �توان م فوق، قضیه به توجه با
∞∑
١

١
n+ ۴

سری مثال، عنوان به ندارد. سری واگرایی یا رایی هم در تأثیری سری ی

.
∞∑
١

١
n+ ۴

=
∞∑
۵

١
n
زیرا واگراست

آن�گاه باشند B و A به را هم به�ترتیب
∞∑
١

bn و
∞∑
١

an اگر .٣.١.٧ قضیه

است؛ cA به را هم است ثابت ی c آن در که
∞∑
١

can سری (الف)

راست؛ هم A±B به
∞∑
١

(an ± bn) سری (ب)

.A ≤ B آن�گاه an ≤ bn باشیم داشته n = ١, ٢, . . . ازای به اگر (پ)

∞∑
١

(an + bn) آن�گاه باشد واگرا
∞∑
١

bn و را هم
∞∑
١

an اگر قبل، قضیه به توجه با

واگراست.

را هم
∞∑
١

(an ± bn) سری ول باشند واگرا
∞∑
١

bn و
∞∑
١

an سری�های است ن مم

باشد. واگرا یا
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٢٢٩ سری�

فقط و اگر راست هم
∞∑
١

an آن�گاه باشد نامنف دنباله ی {an} اگر .۴.١.٧ قضیه

باشد. کراندار بالا از {sn} یعن آن جزئ مجموع�های دنباله اگر

است زیر ل ش به آن جزئ مجموع یرید. ب نظر در را
∞∑
١

١
n!

سری .۵.١.٧ مثال

sn = ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+ . . .+
١
n!

≤ ١ +
١
٢
+

١
۴
+ . . .+

١
٢n−١ < ٢,

راست. هم فوق سری �شود م نتیجه قبل قضیه از بنابراین

مثبت برایسری�های رایی هم آزمون�های ٢.٧

شد ارائه ( ادغام و هندس (سری�های را هم سری�های درباره مثال چند قبل بخش در
مجموع�های شدیم موفق که کنیم تعیین توانستیم سبب این به دقیقاً را آن�ها مجموع که
n→ ∞ وقت را آن حد و بیان n حسب بر صریح توابع با فشرده صورت به را sn جزئ
و نیست ان�پذیر ام دلخواه سری هر برای کار این انجام معمول به�طور آوریم. بدست
بخش این در بود. نخواهد ان�پذیر ام معمولا مفروض سری دقیق مجموع تعیین بنابراین،

�کنیم. م بیان سری�ها واگرایی یا رایی هم تعیین برای را آزمون�هایی

.∀n, an ≥ ٠ هرگاه گویند مثبت را
∞∑
١

an سری تعریف١.٢.٧.

انتگرال آزمون

با مشابه رفتار دارای که ناسره انتگرال ی و مثبت سری ی مقایسه با انتگرال، آزمون
روش �دهد. م بدست مثبت سری�های رایی هم تعیین برای را وسیله�ای است، سری این

�کنیم. م بیان زیر قضیه در را فوق

[N,+∞) بر نزول و مثبت پیوسته، تابع f کنید فرض انتگرال). (آزمون ١.٢.٧ قضیه

فقط و اگر راست هم
∞∑
N

an صورت این در .∀n ≥ N, an = f(n) به�طوری�که باشد

باشد. را هم
∫ +∞

N

f(x)dx اگر
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مثبت سری�های برای رایی هم آزمون�های ٢.٧ ٢٣٠

به و را هم p > ١ ازای به
∞∑
١

١
n(lnn)p

و
∞∑
١

١
np

سری�های دهید نشان .١.٢.٧ مثال

هستند. واگرا p ≤ ١ ازای

مقایسه آزمون�های

�شناسیم م آن�را واگرایی یا رایی هم که ری دی سری با مقایسه اساس بر زیر آزمون�هایی
کنیم. تعیین را مفروض سری واگرایی یا رایی هم تا �کند م فراهم را ان ام این

٠ ≤ an ≤ bn شرط با دنباله�هایی {bn} و {an} فرضکنید مقایسه). ٢.٢.٧(آزمون قضیه
صورت این در باشند

راست؛ هم نیز
∞∑
١

an سری آن�گاه باشد را هم
∞∑
١

bn سری اگر (الف)

واگراست. نیز
∞∑
١

bn سری آن�گاه باشد واگرا
∞∑
١

an سری اگر (ب)

کنید. بررس را زیر سری�های واگرایی یا رایی هم .٢.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

١
٢n + ١

, (ii)
∞∑
١

∣∣∣∣sin ١
n٢

∣∣∣∣ , (iii)
∞∑
١

١ − (−١)n

n۴ , (iv)
∞∑
٢

١
lnn
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٢٣١ سری�

و باشند مثبت دنباله دو {bn} و {an} کنید فرض حدی). مقایسه (آزمون ٣.٢.٧ قضیه
صورت این در .+∞ یا است متناه نامنف عدد ی l آن در که lim

n→∞

an
bn

= l

راست؛ هم
∞∑
١

an سری آن�گاه باشد را هم
∞∑
١

bn سری و l = ٠ اگر (الف)

هم�رفتارند؛
∞∑
١

bn و
∞∑
١

an سری�های آن�گاه ٠ < l <∞ اگر (ب)

واگراست.
∞∑
١

an سری آن�گاه باشد واگرا
∞∑
١

bn سری و l = ∞ اگر (پ)

کنید. بررس را زیر سری�های واگرایی یا رایی هم .٣.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

١
١ +

√
n
, (ii)

∞∑
١

n+ ۵
n٣ − ٢n+ ٣

, (iii)
∞∑
١

٢n + ١
٣n + ١

ریشه نسبتو آزمون�های

باشد. داشته وجود l = lim
n→∞

an+١

an
و an > ٠ کنید فرض نسبت). (آزمون ۴.٢.٧ قضیه

صورت این در

راست؛ هم
∞∑
١

an آن�گاه ٠ ≤ l < ١ اگر (الف)

واگراست؛ بی�نهایت به
∞∑
١

an سری و lim
n→∞

an = ∞ آن�گاه ١ < l ≤ ∞ اگر (ب)

�دهد. نم بدست سری واگرایی یا رایی هم از اطلاع هیچ آزمون این ،l = ١ اگر (پ)
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مثبت سری�های برای رایی هم آزمون�های ٢.٧ ٢٣٢

کنید. بررس را زیر سری�های واگرایی یا رایی هم .۴.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

n۵

٢n , (ii)
∞∑
١

٩٩n

n!
, (iii)

∞∑
١

n!

nn

صورت این در .l = lim
n→∞

n
√
an و an > ٠ کنید فرض ریشه). (آزمون ۵.٢.٧ قضیه

راست؛ هم
∞∑
١

an آن�گاه ٠ ≤ l < ١ اگر (الف)

واگراست؛
∞∑
١

an آن�گاه ١ < l ≤ ∞ اگر (ب)

�دهد. نم بدست سری واگرایی یا رایی هم از اطلاع هیچ آزمون این ،l = ١ اگر (پ)

کنید. بررس را زیر سری�های واگرایی یا رایی هم .۵.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

۵n

nn
, (ii)

∞∑
١

٣n

n٣
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٢٣٣ سری�

. lim
n→∞

n
√
an = l آن�گاه lim

n→∞

an+١

an
= l و باشد نامنف دنباله ی {an} اگر .۶.٢.٧ قضیه

در .an =
٣ + (−١)n

٢n+١ کنید فرض مثال، عنوان به نیست. برقرار فوق قضیه عکس
صورت این

٢
٢n+١ ≤ an ≤ ۴

٢n+١ ⇒ ١
٢
≤ n

√
an ≤

n
√

٢
٢

→ ١
٢
⇒ lim

n→∞
n
√
an =

١
٢
,

�که درحال

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

٣ + (−١)n+١

٣)٢ + (−١)n)
.

مشروط و مطلق رای هم

محدودیت حال بودند. مثبت سری�هایی شدند گرفته نظر در اینجا تا که سری�هایی تمام
نظر در با �توان م همیشه �گیریم. م نظر در دلخواه را an جمله�های و کرده حذف را فوق
مفروض سری از مثبت جملات با سری ی جمله، خود به�جای جمله هر قدرمطلق گرفتن

آورد. بدست

را هم
∞∑
١

|an| سری هرگاه �نامند م مطلق رای هم را
∞∑
١

an سری .٢.٢.٧ تعریف

رای هم آن�را نباشد مطلق رای هم ول باشد را هم
∞∑
١

an سری اگر همچنین باشد.

�نامند. م مشروط
∞∑
١

(−١)nan صورتسری این در باشد. نامنف دنباله�ای {an} فرضکنید تعریف٣.٢.٧.

�نامند. م متناوب سری را

است. مشروط رای هم
∞∑
١

(−١)n

n
سری اما است مطلق رای هم

∞∑
١

(−١)n

n٢ سری

است. مشروط رای هم نه و مطلق رای هم نه نیز
∞∑
١

(−١)n
n+ ١
n

سری

.٧.٢.٧ قضیه

راست. هم مطلق رای هم سری هر (الف)
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مثبت سری�های برای رایی هم آزمون�های ٢.٧ ٢٣۴

شده یل تش سری�های از ی هر اگر فقط و اگر است مطلق رای هم
∞∑
١

an سری (ب)

باشند. را هم منف و مثبت جملات از

بررس برای �توان م را انتگرال و ریشه نسبت، حدی، مقایسه مقایسه، آزمون�های نکته.

برد. به�کار
∞∑
١

an سری مطلق رایی هم

کنید. بررس را زیر سری�های مطلق رایی هم .۶.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

(−١)n−١

٢n− ١
, (ii)

∞∑
١

n cos(nπ)

٢n

را هم و نزول ، نامنف {an} دنباله فرضکنید متناوب). سری�های ٨.٢.٧(آزمون قضیه

راست. هم
∞∑
١

(−١)nan متناوب سری صورت، این در باشد. صفر به

کنید. بررس را زیر سری�های مشروط و مطلق رایی هم .٧.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

(−١)n−١

n
, (ii)

∞∑
١

cos(nπ)

lnn
, (iii)

∞∑
١

(−١)n−١

n۴

مشروط مطلق، رای هم
∞∑
١

١
n

(
١ +

١
x

)n

سری ،x مقادیر کدام ازای به .٨.٢.٧ مثال

واگراست. یا

کنید. بررس را زیر سری�های رایی هم .٩.٢.٧ مثال

(i)
∞∑
١

(−١)n−١n+ ١
n

, (ii)
∞∑
١

(−١)n−١

np
, (iii)

∞∑
١٠

sin(n+ ١/٢)π
ln lnn
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توان سری ٣.٧ ٢٣۶

توان سری ٣.٧

صورت به سری هر

∞∑
n=٠

an(x− c)n = a٠ + a١(x− c) + a٢(x− c)٢ + . . .

�نامیم. م x = c نقطه حول توان سری ی یا x− c توان�های حسب بر توان سری ی را
�نامیم. م توان سری ضرایب را . . . ،a١ ،a٠ ثابت�های

مقدار هر ازای به هستند، x متغیر از توابع توان سری هر جمله�های اینکه به توجه با
راست، هم سری که x از مقادیر آن ازای به باشد. واگرا یا را هم است ن مم سری ،x

آن�گاه |x| < ١ اگر مثال، عنوان به �دهد. م نتیجه را x از تابع سری مجموع

١ + x+ x٢ + . . . =
١

١ − x
,

نقطه حول (یا xحسب بر توان سری ی با ١
١ − x

تابع نمایش چپ، طرف هندس سری

xهای همه ازای به ١
١ − x

اینکه وجود با �شود م ملاحظه که همان�طور است. (x = ٠

سری این است. معتبر (−١, ١) بازه بر فقط نمایش این اما شده تعریف x = ١ جز حقیق
واگراست. |x| > ١ و x = −١ ازای به

رایی هم (مرکز x = c نقطه حول شده داده بسط را
∞∑
n=٠

an(x − c)n سری معمولا

که شد خواهد
∞∑
n=٠

anu
n ل ش به سری u = x − c زین جای با �نامند. م ( توان سری

است. u = ٠ نقطه حول u حسب بر توان سری ی

.١.٣.٧ قضیه

با x هر ازای به آن�گاه باشد را هم x = c ̸= ٠ ازای به
∞∑
n=٠

anx
n توان سری هرگاه (الف)

است. مطلق رای هم |x| < |c| شرط

شرط با x هر ازای به آن�گاه باشد واگرا x = d ازای به
∞∑
n=٠

anx
n توان سری اگر (ب)

واگراست. |x| > |d|
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٢٣٧ سری�

زیر وضعیت سه از ی
∞∑
n=٠

an(x − c)n ل ش به توان سری هر برای .٢.٣.٧ قضیه

است برقرار

راست. هم x = c در فقط سری (الف)

راست. هم x حقیق عدد هر ازای به سری (ب)

در که xهایی ازای به توان سری به�طوری�که دارد وجود R مانند مثبت حقیق عدد (پ)
صدق |x − c| > R در که xهایی ازای به و را هم �کنند م صدق |x − c| < R

انتهایی نقطه دو هر یا ی در است ن مم سری حالت، این در واگراست. �کنند م
باشد. را هم x = c+R و x = c−R

بجز (پ)، حالت در (البته است مطلق همواره رایی هم حالت، سه این از ی هر در
انتهایی) نقاط در شاید

حالت در �نامیم. م توان سری رایی هم شعاع را قبل قضیه (پ) حالت در R عدد
است. بی�نهایت رایی هم شعاع (ب) حالت در و صفر رایی هم شعاع (الف)،

بدست هندس سری�های برای نسبت آزمون از استفاده با �توان م اغلب را رایی هم شعاع
اگر آورد.

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+١(x− c)n+١

an(x− c)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+١

an

∣∣∣∣ |x− c|

ازای به یعن ρ < ١ ازای به
∞∑
n=٠

an(x− c)n سری آن�گاه باشد داشته وجود

|x− c| < R, R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+١

∣∣∣∣ = lim
n→∞

١
n
√
an
,

واگراست. |x− c| > R ازای به و مطلق رای هم

بیابید. را زیر سری�های رایی هم بازه و شعاع .١.٣.٧ مثال

(i)
∞∑
n=٠

n

٢nx
٢n, (ii)

∞∑
١

(−١)n+١(x− ١)n

n
, (iii)

∞∑
n=٠

(٢x+ ۵)n

(n٢ + ٣(١n ,

(iv)
∞∑
n=٠

xn

n!
, (v)

∞∑
n=٠

n!xn
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توان سری ٣.٧ ٢٣٨
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٢٣٩ سری�

توان سری�های بر جبری اعمال

مرکز دارای که �گیریم م نظر در را توان سری�های از دسته آن فقط بحث کردن ساده برای
هستند. x = ٠ رایی هم

شعاع�های با به�ترتیب توان سری دو
∞∑
n=٠

bnx
n و

∞∑
n=٠

anx
n کنید فرض .٣.٣.٧ قضیه

صورت این در باشد. ثابت ی c و باشند Rb و Ra رایی هم

و است Ra رایی هم شعاع دارای
∞∑
n=٠

(can)x
n سری (الف)

∞∑
n=٠

(can)x
n = c

∞∑
n=٠

anx
n;

R = min{Ra, Rb} آن در که Rاست رایی هم شعاع دارای
∞∑
n=٠

(an+bn)x
n سری (ب)

و
∞∑
n=٠

(an + bn)x
n =

∞∑
n=٠

anx
n +

∞∑
n=٠

bnx
n.

هر بر را مرکز هم توان سری�های �توان م که �شود م ملاحظه فوق، قضیه به توجه با
کرد. کم هم از یا جم هم با باشد مشترک آن�ها رایی هم بازه�های بین که بازه�ای

حاصل�ضربکوش

این حاصل�ضرب صورت، این در باشند. توان سری دو
∞∑
n=٠

bnx
n و

∞∑
n=٠

anx
n کنید فرض

�آید م بدست زیر صورت به که است توان سری ی سری )دو
∞∑
n=٠

anx
n

)(
∞∑
n=٠

bnx
n

)
=

∞∑
n=٠

cnx
n,

آن در که

cn = a٠bn + a١bn−١ + . . .+ an−١b١ + anb٠ =
n∑

i=٠

aibn−i,
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توان سری ٣.٧ ٢۴٠

برابر حداقل آن رایی هم شعاع که �نامند م سری دو کوش حاصل�ضرب را
∞∑
n=٠

cnx
n سری

است. اولیه سری دو رایی هم شعاع مینیمم

حاصل�ضرب و صفر نقطه حول ١
١ − x

تابع توان سری بسط از استفاده با .٢.٣.٧ مثال

بیابید. x = ٠ حول را ١
(١ − x)٢

توان سری بسط ، کوش

بیابید. را
∞∑
n=٠

(−١)nxn و
∞∑
n=٠

xn سری دو کوش حاصل�ضرب .٣.٣.٧ مثال
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٢۴١ سری�

توان سری از انتگرال�گیری و مشتق�گیری

مشتق جمله به جمله آن از �توان م باشد، مثبت رایی هم شعاع دارای توان سری ی اگر
انتهایی، نقاط در شاید بجز رایی هم بازه از نقطه هر در حاصل سری گرفت. انتگرال یا
بیان مهم بسیار حقیقت این ، درواق راست. هم اولیه سری مجموع انتگرال یا مشتق به
توابع آسان�ترین که چندجمله�ای�هاست مشابه توان سری�های رفتار محاسبات، در که �کند م

هستند. انتگرال�گیری و مشتق�گیری برای

مجموع به ،R > ٠ آن در که (−R,R) بازه بر
∞∑
n=٠

anx
n سری کنید فرض .۴.٣.٧ قضیه

یعن باشد، را هم f(x)

f(x) =
∞∑
n=٠

anx
n = a٠ + a١x+ a٢x

٢ + a٣x
٣ + . . . (−R < x < R).

صورت این در

توان سری جملات از مشتق�گیری با f ′(x) و است مشتق�پذیر (−R,R) بر f(x) (الف)
، یعن �شود، م حاصل f(x)

f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١ = a١ + ٢a٢x+ ٣a٣x

٢ + . . .

با آن انتگرال ،|x| < R اگر و است انتگرال�پذیر (−R,R) زیربازه هر در f (ب)
، یعن �آید، م بدست سری از جمله به جمله انتگرال�گیری

∫ x

٠
f(t)dt =

∞∑
n=٠

an
n+ ١

xn+١ = a٠x+ a١
x٢

٢
+ a٢

x٣

٣
+ . . .

تابع خود، رایی هم بازه نقطه هر در ، توان سری هر مجموع آبل). ۵.٣.٧(قضیه قضیه

را هم R > ٠ مانند عددی ازای به
∞∑
n=٠

anR
n سری اگر خاص، حالت در است. پیوسته

آن�گاه باشد

lim
x→R−

∞∑
n=٠

anx
n =

∞∑
n=٠

anR
n,
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توان سری ٣.٧ ٢۴٢

آن�گاه باشد را هم
∞∑
n=٠

an(−R)n سری اگر و

lim
x→−R+

∞∑
n=٠

anx
n =

∞∑
n=٠

an(−R)n.

بیابید. را tan−١ x و ln(x+ ١) توابع توان سری بسط .۴.٣.٧ مثال

سری مجموع محاسبه با .۵.٣.٧ مثال

∞∑
١

n٢xn = x+ ۴x٢ + ٩x٣ + ١۶x۴ + . . . ,

بیابید. را
∞∑
١

n٢

٢n سری مقدار

بیابید. x− ١ توان�های حسب بر را ١
٢ + x

تابع توان سری .۶.٣.٧ مثال
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٢۴٣ سری�
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لورن م و تیلور سری�های ۴.٧ ٢۴۴

لورن م و تیلور سری�های ۴.٧

این مجموع آن�گاه باشد R مثبت رایی هم شعاع دارای
∞∑
n=٠

an(x− c)n توان سری اگر

توان سری �گوییم م حالت این در است. (c− R, c+ R) بازه بر f(x) مانند تابع سری
در توان سری این ضرایب و f(x) بین رابطه است. بازه این بر f(x) نمایش مفروض،

�شود. م بیان زیر قضیه

سری کنید فرض .١.۴.٧ قضیه

f(x) =
∞∑
n=٠

an(x− c)n = a٠ + a١(x− c) + a٢(x− c)٢ + . . .

ازای به صورت، این در باشد. را هم f(x) به ،R > ٠ آن در که c−R < x < c+R بر
داریم k = ٠, ١, ٢, . . .

ak =
f (k)(c)

k!

سری باشد، مشتق�پذیر بار بی�نهایت c از همسای ی در f(x) تابع اگر تعریف٧.۴.١.

توان�های حسب بر تیلور سری (یا x = c حول f تیلور سری را
∞∑
k=٠

f (k)(c)

k!
(x− c)k توان

به�کار لورن م سری واژه تیلور، سری جای به معمولا ،c = ٠ اگر �نامند. م (x − c

�رود. م

هر ازای به صورت، این در .f ∈ Cn+١[a, b] کنید فرض تیلور). (قضیه ٢.۴.٧ قضیه
به�طوری�که دارد وجود c و x بین ξx مانند عددی x ∈ [a, b]

f(x) = Pn(x) +Rn(x),

آن در که

Pn(x) =
n∑

k=٠

f (k)(c)

k!
(x− c)k,

و
Rn(x) =

f (n+١)(ξx)

(n+ ١)!
(x− c)n+١,

�نامند. م �مانده باق جمله را Rn(x) و c نقطه حول nام درجه تیلور چندجمله�ای را Pn(x)
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٢۴۵ سری�

کرد بیان نیز زیر صورت به �توان م را �مانده باق جمله نکته.

Rn(x) =
١
n!

∫ x

c

(x− t)nf (n+١)(t)dt

اگر تیلور قضیه به توجه با اما نیست. را هم x هر ازای به لزوماً تیلور سری نکته.
، یعن است، f(x) به را هم f تیلور سری آن�گاه lim

n→∞
Rn(x) = ٠

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(c)

n!
(x− c)n

داریم تیلور قضیه به بنا زیرا

f(x) = lim
n→∞

f(x)− lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

(f(x)−Rn(x)) = lim
n→∞

Pn(x)

=
∞∑
k=٠

f (k)(c)

k!
(x− c)k.

تحلیل توابع

حسب بر توان سری ی مجموع برابر f(x) هرگاه گویند تحلیل x = c در را f(x) تابع
تحلیل I مانند بازی بازه نقطه هر در f اگر باشد. مثبت رایی هم شعاع با x− c توان�های

است. تحلیل نیز I بازه کل بر آن�گاه باشد
هرجا �شویم م مواجه آن�ها با انتگرال و دیفرانسیل حساب در که مقدمات توابع بیشتر
توان سری وقت ر دی طرف از هستند. نیز تحلیل باشند مرتبه��ها همه تا مشتقات دارای که
است تحلیل c در آن مجموع باشد، را هم c حاوی بازی بازه بر x− c توان�های حسب بر

.x = c حول مجموع این تیلور سری از است عبارت مفروض سری و

ex به بازه�ای چه در سری این بیابید. x = c حول را ex تابع تیلور سری .١.۴.٧ مثال
بیابید. را ex لورن م سری است؟ تحلیل بازه�ای چه در و را هم

عدد هر ازای به هستند، ex برابر f(x) = ex مشتقات تمام اینکه به توجه با جواب.
از است عبارت x = c حول ex تیلور سری لذا .f (n)(c) = ec داریم n ≥ ٠ صحیح

∞∑
n=٠

ec

n!
(x− c)n = ec + ec(x− c) +

ec

٢!
(x− c)٢ + . . .
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لورن م و تیلور سری�های ۴.٧ ٢۴۶

همچنین
ρ = lim

n→∞

∣∣∣∣an+١

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!

(n+ ١)!
= ٠ ⇒ R = ∞

راست. هم xها تمام ازای به سری لذا
داریم طرف از

∀x ∈ R, lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

eξx

(n+ ١)!
= ٠

بنابراین

ex =
∞∑
n=٠

ec

n!
(x− c)n

از است عبارت ex لورن م سری

∞∑
n=٠

xn

n!
= ١ + x+

x٢

٢!
+ . . .

داد نشان �توان م مشابه طور به

sinx =
∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١)!
x٢n+١ = x− x٣

٣!
+
x۵

۵!
− x٧

٧!
+ . . . , x ∈ R,

cosx =
∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n)!
x٢n = ١ − x٢

٢!
+
x۴

۴!
− x۶

۶!
+ . . . , x ∈ R,

ln(١ + x) =
∞∑
n=١

(−١)n−١

n
xn = x− x٢

٢
+
x٣

٣
− x۴

۴
+ . . . , − ١ < x ≤ ١,

tan−١ x =
∞∑
n=٠

(−١)n

٢n+ ١
x٢n+١ = x− x٣

٣
+
x۵

۵
− x٧

٧
+ . . . , −١ ≤ x ≤ ١,

sinhx =
ex − e−x

٢
=

∞∑
n=٠

x٢n+١

(٢n+ ١)!
= x+

x٣

٣!
+
x۵

۵!
+ . . . , x ∈ R

coshx =
ex + e−x

٢
=

∞∑
n=٠

x٢n

(٢n)!
= ١ +

x٢

٢!
+
x٣

۴!
+ . . . , x ∈ R
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٢۴٧ سری�

بیابید. را زیر توابع لورن م سری .٢.۴.٧ مثال

(i) e
−x٢

٣ , (ii)
sin(x٢)

x
, (iii) sin٢ x, (iv) ln

(
١ + x

١ − x

)
بیابید. x− ٢ توان�های حسب بر را lnx تیلور سری .٣.۴.٧ مثال

سری این با cosx نمایش بیابید. x = π
٣ نقطه حول را cosx تیلور سری .۴.۴.٧ مثال

است. معتبر نقاط کدام در

بیابید. را ln cos x و tanx لورن م سری صفر غیر اول جمله سه .۵.۴.٧ مثال
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لورن م و تیلور سری�های ۴.٧ ٢۴٨
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٢۴٩ سری�

دوجمله�ای سری

آن�گاه باشد طبیع عدد ی n اگر �دانیم م چندجمله�ای�ها، برای دوجمله�ای قضیه طبق

(١ + x)n =
n∑

k=٠

(
n

k

)
xk = ١ + nx+

n(n− ١)
٢

x٢ + . . .+ xn

�شود م زین جای نامتناه سری ی با بالا معادله آن�گاه نباشد طبیع عدد ی n اگر اما
�شود. م نامیده دوجمله�ای سری که

سری صورت، این در .r ∈ R آن در که f(x) = (١ + x)r کنید فرض .٣.۴.٧ قضیه
و راست هم (−١, ١) بازه در f(x) تابع لورن م

(١ + x)r = ١ +
∞∑
n=١

r(r − ١) . . . (r − n+ ١)
n!

xn

در سری ،−١ < r < ٠ اگر ول راست هم |x| < ١ ازای به همواره دوجمله�ای سری
راست. هم نیز x = ±١ انتهایی نقطه دو هر در سری ،r ≥ ٠ اگر و را هم x = ١

بیابید. را sin−١x تابع لورن م سری .۶.۴.٧ مثال
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مسایل ۵.٧ ٢۵٠

مسایل ۵.٧

کنید. بررس را زیر سری�های واگرایی یا رایی هم .١

(i)
∞∑
١

n٣

n!
, (ii)

∞∑
١

١ + sinn

n٢ , (iii)
∞∑
١

(٢n)!
(n!)٢

,

(iv)
∞∑
١

(−١)n
n

٢n , (v)
∞∑
١

an, an =

{
١
n
, باشد فرد n اگر

−١
n٢ , باشد زوج n اگر

یا مشروط مطلق، رای هم
∞∑
١

(n+ ٢(١
(

x

x+ ٢

)n

سری ،x مقادیر کدام ازای به .٢

واگراست.

بیابید. را صفر نقطه حول ١
١ + x٢ و

١
(١ − x)٣

توابع توان سری بسط .٣

بیابید. را زیر سری�های مجموع .۴

(i)
∞∑
n=٠

n٢

πn
, (ii)

∞∑
٢

(−١)n
π٢n−۴

(٢n− ١)!
, (iii)

∞∑
١

(−١)n−١ ٢n+ ١
n(n+ ١)

کنید. بررس را
∞∑
١

(−١)n tan−١ ١
٢n+ ١

سری مشروط یا مطلق رایی هم .۵

.۶

آورید. بدست را
∞∑
١

n٢xn سری رایی هم بازه (الف)

است. برابر تابع چه با فوق سری رایی، هم بازه درون در (ب)

بیابید. را
∞∑
١

(−١)n
n٢

٣n سری مقدار (پ)
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